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  :تحليل پاسخ زماني سيستمهاي ديناميکي
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، پاسخ سيستم به وروديهاي زير مورد پاسخ زماني و رفتار ديناميکي سيستمهاابي يارزتحليل و براي معمولاً 
   .طالعه قرار مي گيردم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }sinx t t u t tu t tδ ω∈  
  

مطالعه  ، دو دسته از مشخصات کنترلي مورددر حوزه زمان، رفتار ديناميکي سيستمهاتحليل در طور کلي به 
  :قرار مي گيرد

 ماندگار خصاتشم - ۱
آيا توانايي دنبال کردن    سيستم مورد مطالعه در صورت پايدار بودن،        پاسخ  مشخصات، بيانگر آن است که      اين  

جـود  ورودي مرجع را دارد و يا اينکه در حالت دائمي، بين پاسخ سيستم و ورودي فرمان، خطـاي مانـدگار و                    
يداري سيستم است که    ايت ترتيب ملاحظه مي شود که شرط بررسي مشخصات ماندگار، پا          ه   ب .هد داشت خوا

حصول اطمينـا از  ، پس از به گونه اي که هر خواسته مطلوب کنترلي شمار مي رود اصليترين هدف کنترل به   
  .خواهد بود بحثبل پايداري، قا

 گذرامشخصات  - ۲
به و نحوه ميل آن  )روعشاز لحظه (در طول زمان سيستم پاسخ تغييرات دسته از مشخصات به شکل اين 
  . دائمي ارتباط دارندمقدار

  
   :DCبهره 

 سيـستم ورودي پلـه را بـدون خطـاي     آن اسـت کـه   ، هدف نهايي کنتـرل   اگر ورودي سيستم پله واحد باشد     
  :                    ماندگار دنبال کند

1ssy =  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1lim 1 lim 1 lim 1 lim 1ss t s s s
y y t sY s s G s G s

s→∞ → → →

 = = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  
   

) که در آن )
0

lim 1
s
G s

→
  .مي نامندنيز  DC را در صورت وجود بهره =

  
  :                        خطاي ماندگار سيستم
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م را از   تان خطـاي بـين ورودي و خروجـي سيـس          در سيستم کنترل حلقه بسته با فيدبک واحد منفي مي تـو           
  :خروجي نقطه جمع به دست آورد
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Impulse Response of First Order System
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  :                        پاسخ پله واحد سيستم مرتبه اول
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Step Response of First Order System

  
  :                        پاسخ شيب واحد سيستم مرتبه اول
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Ramp Response of First Order System

         
  :خطاي ورودي شيب
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                                                                                 :سيستم مرتبه دوم
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)  مقدار نهايي پاسخ پله سيستم ) 20 0
1 lim 1 lim 1ss s s

ay G s a c
s bs c→ →

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ +

  

                                                                          , 0b c > 
2sبراي آن که ريشه هاي      bs c+  در نتيجه سيستم پايدار باشـد      و سمت چپ محور موهومي قرار گيرند     +
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( ) ( )2 2
a ca aG s G s

s bs c s bs a
== → =

+ + + +
 



 ٥٣

   :تعريف مي کنيم
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   :به اين ترتيب داريم
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        :)ميرايي ضعيف(حالت فوق ميرايي.الف
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Step Response of Second order System (Overdamping)

  
   :حالت زير ميرايي.ب
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Step Response of Second order System (Underdamping)

  
  :حالت ميرايي بحراني.ج
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Step Response of Second order System (Critical Damping)
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Step Response of Second order System (No damping)

  
  :درحالت کلي پاسخ پله سيستم مرتبه دوم به صورت زير است
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Step Response of Second order System

  
  

)                                           :يستم مرتبه دومپاسخ ضربه س ){ }1( ) ( )g t L G s y t−= =  
به سيستم مرتبه دو در هرکدام از حالتهاي بحث شده در بخـش قبـل ، بـه دو    براي به دست آوردن پاسخ ضر 

  :صورت مي توان عمل کرد
)محاسبه معکوس تبديل لاپلاس تابع تبديل  • )G s 
 مشتق گرفتن از پاسخ پله سيستم •
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Impulse Response of Second order System
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  :سيستمهاي ديناميکي )پاسخ پله(ات پاسخ زماني مشخص

  
 )dt(زمان تأخير .۱
 ) rt) (صعود(زمان برخاست .۲
 )pt(زمان اوج .۳
 ) pM(فراجهش)بيشينه(ماکزيمم .۴
 )st) (نشست(زمان استقرار .۵
  
مقـدار   %50  بـه     )صـفر  (مدت زماني که طول مي کشد تا پاسخ پله از مقـدار اوليـه             ): dt(زمان تأخير  .۱

 .را زمان تأخيرگويند  برسد)ssy (نهايي
  :   ( ) 0 50%d sst y t y= →                                                                                          

                               
 
  :) rt ()صعود(زمان برخاست .۲
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 مقـدار نهـايي   مقـدار به براي اولين بار  )صفر(مقدار اوليه   از  خ پله   مدت زماني که طول مي کشد تا پاس        - الف
)ssy(برسد :   

  :   ( ) 0% 100%r sst y t y= →  
                     

%5ازخ پله مدت زماني که طول مي کشد تا پاس -ب ssy95 به براي اولين بار% ssyبرسد:  
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                                          : اين زمان را مي توان از رابطه روبرو بدست آورد .ممکن برسد
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0( مربوط به حالت زير ميراييptو  rtبا مقايسه  1ξ< p:           نتيجه مي گيريم)> rt t>  
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 بر اساس نتايج حاصل از حالت زير ميرايي به ازاي           همچنين نتايج مربوط به حالت ميرايي بحراني را مي توان         
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0به طور کلي، مشاهده مي شود يک رابطه يک به يک، در محدوده  1ξ≤   . وجود داردξ و pM بين ≥

( ) ( )

( )
( )

2 2 221
22

0

2 2

ln
11

ln
                     

ln

p p p

p

p

M e M LnM

M

M

ξπ

ξ

ξ

ξπ ξ π
ξξ

ξ
π

−

−

≥

− −
= ⇒ = ⇒ =

−−

→ =
+

  

  :بر اساس اين نتيجه داريم
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pMبا داشتن بنابراين  a= st b= سيستم را بدست آورد مطلوبمي توان محل قطب هاي :  
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  :کاهش مرتبه سيستمقطب غالب و 
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به اين ترتيب به طور کلي مي توان گفت، قطب يا قطبهايي در پاسخ گذراي سيستم ماندگاري بيشتري دارند              
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يک سيستم دانـست کـه صـفر        ) قطبهاي(غالب را سمت راست ترين قطب       ) قطبهاي(بنابر اين ميتوان قطب     
  . نزديکشان نباشدهمجنس و هم مرتبه آن در) صفرهايي(
  

  )Order Reduction(کاهش مرتبه 
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  :ازور نيز به صورت زير به کار بردحاصل را مي توان با استفاده از مفهوم فنتايج 

  
( ( )( ). ( ) ( ) ( )j j j G j Xy G j X G j Ae G j e G j X eϕ ϕ ωω ω ω ω ∠ +∠= = = =  

( )
sin( )

( )SS

Y G j X
y Y t Y

Y X G j

ω
ω

ω

∠ =∠ + ∠= + ∠ ⇔ 
=
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   هرويتز- روثپايداري   معيار
  

  :يک سيستم خطي تغييرناپذيربازمان با تابع تبديل زير را در نظر بگيريد

 ( )
)(
)(

...

...

1
1

10

1
1

10

sD
sN

asasasa
bsbsbsbsG
nn

nn
mm

mm

=
++++
++++

=
−

−
−

−

  

 در سمت چپ محور  )sD)(ريشه هاي (شرط پايداري اين سيستم آن است که تمامي قطبهاي تابع تبديل 
مشکل اصلي در راستاي تحليل پايداري سيستم بر اساس اين تعريف، عدم وجود . موهومي قرار گرفته باشند

بنابر اين به . يک روش تحليلي جامع براي محاسبه تمامي ريشه هاي چندجمله اي مشخصه سيستم است
 ريشه هاي چندجمله اي مشخصه، عنوان يک راه حل براي تحليل پايداري سيستم بدون نياز به محاسبه

  . هرويتز است که داراي دو شرط لازم و کافي مي باشد–استفاده از معيار روث 
  

  مخالف صفر و هم علامت باشند )   هاia( تمامي ضرايب چند جمله اي مشخصه :شرط لازم
nn

nn asasasasD ++++= −
−

1
1

10 ...)( 
ia′ صفرمثبت و غير   ]...[)( 1

1
10 nn
nn asasasasD ′+′++′+= −
−  

  
 n+1. (روث را مطابق روش زير تشکيل مي دهيم) آرايه( براي بررسي شرط کافي ابتدا جدول:شرط کافي

  )رديف
  

...  
4a  2a  0a  ns  

...  
5a  3a  1a  1−ns  

  
3b  2b  1b  2−ns  

  
3c  2c  1c    

  ...  ...  ...    
        1s  
        0s  

دو سطر اول جدول روث با استفاده مستقيم از ضرائب چند جمله اي مشخصه تشکيل شـده و بـر اسـاس آن                  
  .يل مي گرددعناصر بقيه سطرهاي جدول روث محاسبه و تکم

              
1

5041
2

1

3021
1 a

aaaab
a

aaaab −
=

−
=   

  

               
1

1351
2

1

2131
1 b

ababc
b

baabc −
=

−
=  
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براي عناصر رديف هاي بعدي هم همين کار را مي کنيم به گونه اي براي محاسبه عناصر هر رديف از عناصر 
  .دو رديف قبل از آن استفاده مي کنيم

 
 .سان دارند فرد باشد دو رديف اول تعداد عناصر يکnاگر  •
  . زوج باشد رديف دوم يک عنصر کمتر از رديف اول داردnاگر  •

  
پس از تکميل جدول روث براي بررسي شرط کافي عناصر ستون اول را در نظر مي گيريم اگر تمامي عناصر 

باشند به اين معني است که تمام ) هيچ تغيير علامتي در ستون اول نباشد(ستون اول غير صفر و هم علامت 
در غير اين صورت به تعداد . ه هاي چند جمله اي مشخصه در سمت چپ محور موهومي قرار دارندريش

  .تغيير علامت هاي صورت گرفته در عناصر ستون اول، ريشه سمت راست وجود دارد
  
  

   مثال
12862)( 234 ++++= sssssD 

         
12  6  1  4s  
  48→/  12 →/ 3s  
  621 →//  12 →/  2s  
    12 −→/−  1s  
    6  0s  

                                                                                                      ⇓    
1  
1  
1  
-1 
6  

  
 در ميان عناصر ستون اول جدول روث وجود دارد که بيانگر دو تا تغيير علامتهمانطور که ملاحظه مي شود 

  .است دو ريشه سمت راست محور موهومي وجود
  

ان در يک عدد مثبت دلخواه ضرب يا بر يک عدد مثبت دلخواه  تمامي اعداد يک رديف را مي تو:نکته
  .تقسيم کرد

  
  حالتهاي خاص
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در تشکيل جدول روث اگر اولين عنصر از يک سطر صفر گردد در اين حالت صفر را با يک عدد مثبت  .۱
→+(خيلي کوچک  0ε (ارتباط جايگذاري کرده براساس آن جدول روث را تکميل مي کنيم حال در 

→+را به ازاي εبا عناصر ستون اول جدول روث حد عبارتهاي شامل  0ε محاسبه مي کنيم در اين 
حالت اگر در ستون اول عنصر قبل و عنصر بعد از عنصر صفر هم علامت باشند نشان دهنده وجود يک 

ن صورت يعني اگر عنصر قبل و عنصر بعد از عنصر صفر غير است در غير اي) قرينه(جفت ريشه موهومي 
 . هم علامت باشند نشان دهنده وجود يک ريشه سمت راست محور موهومي است

  
 مثال

  152)( 24 +++= ssssD  
 

1  2  1  4s  
  5  ε→0 3s  
  1  

ε
ε 52 −  

2s  

    

5
52

)52(5

−

−
−

ε

ε
ε
ε

  

1s  

    1  0s  
                                                                                                      ⇓    
1  
0 

−∞=
−

→ ε
ε

ε

52lim
0

  

5
52

)52(5lim
2

0
=

−
−−

→ ε
εε

ε
  

1  
  

 در ميان عناصر ستون اول جدول روث وجود دارد که بيانگر دو تا تغيير علامتهمانطور که ملاحظه مي شود 
  .است دو ريشه سمت راست محور موهومي وجود

  
  

 مثال 
3422)( 2345 +++++= ssssssD  
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1  2  1  5s  
3  4  2 4s  

  1
2
1

−→
/
/

−/  ε→0  3s  

  3 
ε
ε 24 +  

2s  

    

ε
ε

ε
ε
ε

24

3)24(1

+

−+−
  

1s  

    3  0s  
                                                                           ⇓    

1  
2 
0  

+∞=
+

→ ε
ε

ε

24
lim

0
 

1
24

3)24(1 2

0
lim −=

+
−+−

→ ε
εε

ε
  

3  
يک جفت ريشه روي محور موهومي  بنابراين چون عنصر قبل و بعد از صفر هم  علامت هستند :توضيحات
 محور  دو ريشه سمت راستدر ميان عناصر ستون اول تغيير علامت دو به دليلهمچنين  .وجود دارد

  .وجود دارد  محور موهومي يک ريشه سمت چپموهومي و نهايتاً
در . اگر در تشکيل جدول روث يک رديف تمام صفر اتفاق بيافتد به معناي وجود ريشه هاي قرينه است .۲

ت اگر رديف تمام صفر در در اين صور.  اين به معناي آن است که سيستم ناپايدار شده استحالت کلي
 .  ريشه قرينه استk+1 تعداد  جدول روث اتفاق بيافتد نشان دهنده وجودksسطر متناظر با 

k 1← زوج+k و يک ريشه در مبدأ  فرد 
2
kجفت ريشه قرينه   

              

k 1 ←فرد+k زوج  
2

1+kجفت ريشه هاي قرينه   
استفاده از عناصر رديف قبل از رديف تمام صفر يک ، با در اين صورت براي تعيين وضعيت ريشه هاي قرينه

مي نويسيم و ضرايب  sQ)( مله اي کمکيچند ج
ds
sdQ  را جايگزين عناصر رديف تمام صفر مي کنيم و )(

  .براساس آن جدول روث را تکميل مي کنيم
   هستند sQ)(ريشه هاي قرينه چند جمله اي اصلي همان ريشه هاي  )الف
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 ناشي از تغيير علامت در ستون اول جدول روث از سطر تمام صفر به بعد به دست آيد هر گونه اطلاعات )ب
  .در مورد همان ريشه هاي قرينه است

  :مثال
63422)( 2345 +++++= ssssssD   

 
3 2  1  5s  

36→/  24→/  12→/ 4s  
  140 →/→  140 →/→  3s  
  3 1 2s  
    -2 1s  
    3  0s  

  
3=K 

32)( 24 ++= sssQ 

44)( 3 += s
ds
sdQ  

  :تتوضيحا
 صورت گرفته بنابراين دو جفت ريشه قرينه وجود 3sبا توجه به اينکه رديف تمام صفر در سطر متناطر با 

از هر  )از سطر تمام صفر به بعد( در ستون اول  تغيير علامت صورت گرفته۲به دليل از طرف ديگر . دارد
 .رار داردجفت ريشه قرينه يکي در سمت راست محور موهومي ق

jssssQ 21032)( 24 ±−±=→=++=  
  

  :مثال

48644032114
)2(24

23456 ++++++
−

ssssss
s  

  
48 40 11 1 6s  

  1646 →//  823 →//  14 →/ 5s  
  1684 →//  842 →//  13→/  4s  
    40 → 10 → 3s  
      4 2s  
      0 1s  
      4 0s  
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168)( 24 ++= sssQ  

ss
ds
sdQ 164)( 3 +=  

 صورت گرفته بنـابراين دو جفـت ريـشه    3sبا توجه به اينکه رديف تمام صفر در سطر متناطر با    :توضيحات
از (در سـتون اول      1sوقوع اولين عنصر صـفر در رديـف منتـاظر بـا             به دليل   از طرف ديگر    . قرينه وجود دارد  

فت ريشه قرينه يک جفت به صورت موهومي مزدوج قرار دارند و با توجه بـه                از دو ج   )سطر تمام صفر به بعد    
  .عدم تغيير علامت، جفت ديگر نيز  به صورت موهومي مزدوج قرار دارند

jssssQ 20168)( 24 ±=⇒=++= 
  

   هرويتز–کاربردهاي معيار روث 
  

  . پايداريتعيين محدوده  تغييرات پارامتر يا پارامترهايي در چند جمله ي مشخصه به شرط
 تعيين کنيد که سيستم حلقه بسته و را به نحوي 2k و 1kمحدوده مجاز براي سيستم شکل زير  :مثال

   حلقه باز پايدار باشد

)(sG−+

  

2
23

1

22
)(

Ksss
KsG

+++
=  

2
23 2)( KssssOL +++=λ  

02  :شرط لازم >K  
  

2 1  3s  
2K  2 2s  

  
2

4 2K−  1s  

  2K  0s  
  

40  :شرط کافي
2

4
2

2 <⇒>
− KK  
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12
23

12
23

1

2
23

1

2
23

1

22
22

22
1

22)( kksss
kksss

k

ksss
k

ksss
k

sG CLcl ++++=⇒
++++

=

+++
+

+++= λ

 
021  :شرط لازم >+ KK  

  
2 1  3s  

12 KK +  2 2s  
  ( )

2
4 12 KK +−  1s  

  12 KK +  0s  
  

40  :شرط کافي
2

4
12

12 <+⇒>
−− KKKK  

1K

2K

4

4 4

  
  

  مثال

( )
s
sK 4+

−+
++

)(td

1
1
−s

)(tr y

  
 K چقدر باشد که که اگر)()(),( tutdtr   باشدssy=1باشد =
  

11
)1()4(

)4(

1
1)4(1

1
1)4(

1
=⇒

−++
+

=

−
+

+

−
+

= ssR y
ssssK

sK

ss
sK

ss
sK

s
Y  



 ٧٧

01
)1()4(

1
1)4(1

1
1

1
=⇒

−++
=

−
++

−= ssD y
ssssK

s

ss
sK
s

s
Y  

101 =+=ssy  
 ، به شـرط پايـداري سيـستم حلقـه بـسته           K نکته حائز اهميت آن است که مقدار به دست آمده فوق براي           

 :بنابراين داريم .پايداري سيستم است چرا که شرط رسيدن به مقدار پايدار، برقرار خواهد بود
2 ( 1) 4 0   1 0  1s K s K K+ − + = ⇒ − > ⇒ > 

  
  

  پايداري نسبي 
  

  از محور موهومي را α حداقل فاصله  غالب)قطبهاي (قطبآن است که   نسبيمعيار سنجش پايداري
  .داشته باشند

Re

Im

α−

 
ي به موازات محور بايد تمامي قطبهاي سيستم سمت چپ محور  نسبيپايداريعبارت ديگر براي برقراري به 

 بررسي اين مورد مي توان با تغيير پارامترراي  ب. از آن قرار بگيرند−α لهصموهومي و با فا
( )s s α→ + )1چندجمله اي − )sλ  سيستم  مشخصه ايند جملهچاز روي را) ( )sλ( به دست آورده 

  .و سپس معيار روث هرويتز را به آن اعمال کرد

)(1 )()( αλλ −+→= ssss  
  
  


