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o مدلسازي رياضي سيستمهاي ديناميکي 
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o روش رسم مکان هندسي ريشه ها 
o  روش مکان هندسي ريشه هابراساس) کنترل کننده ها(جبرانسازها طراحي  
o  پاسخ فرکانسي(تحليل سيستمها در حوزه فرکانس( 
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  مقدمه
  

   :چند مفهوم کنترلي عبارتند از
  

  )system(سامانه
  )process(فرايند

  )plant(دستگاه
  

  .خلاف جهت و هدف ورودي اصلي عمل مي کندورودي که در): Disturbance Input(ورودي اغتشاش 
  
  

  :انواع سيستمهاي کنترلي
ورودي سيستم براسـاس اطلاعـات و تجربيـات    در اين سيستم  ):Open Loop System(سيستم حلقه باز

 در چنين سيستمي اين مطلب که خروجي سيستم در حين کار سيـستم از             . قبلي از سيستم تنظيم مي شود     
  .مقدار مطلوب  مورد نظر منحرف شود تأثيري در مقدار ورودي نخواهد داشت

سنجش خروجـي   با اندازه گيري وورودي  در اين سيستم ):Closed Loop System(سيستم حلقه بسته 
و در جهت رسيدن خروجي سيستم به مقدار مطلوب مورد نطر  نتظيم مي شود بـه گونـه اي کـه هـر گونـه                          

 سيستم نسبت به مقدار مطلوب مورد نظر در حين کار باعـث تغييـر در ورودي سيـستم               تغييرات در خروجي  
  .خواهد شد

تک -سيستمهايي که در اينجا مورد بحث قرار خواهندگرفت، سيستمهاي خطي تغييرناپذيربازمان تک ورودي            
ا مي تـوان در     در مقايسه با اين سيستمها، انواع مختلف ديگري از سيستمهاي کنترلي ر           . خروجي خواهند بود  

   :نظر گرفت که برخي از آنها در زير مورد اشاه قرار گرفته است
  
 ) MIMO( چند ورودي،چند خروجيهاي کنترلسيستم .۱
 )Optimal(بهينهکنترل سيستم  .۲
 ) Adaptive Control(تطبيقيکنترل سيستم  .۳
 )Robust Control (سيستمهاي کنترل مقاوم .۴
 )Nonlinear Control (غيرخطيکنترل سيستم  .۵
   )Digital/Discrete Control(ديجيتال کنترل سيستم  .۶
  )Industrial/Process Control(  صنعتيکنترل سيستم  .۷
 )Intelligent Control ()فازي وعصبي(سيستم کنترل هوشمند .۸
  )System Identification(شناسايي سيستمها  .۹
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  :مدلسازي رياضي سيستمهاي ديناميکي
  

tu)(سيستم )(ty
  

  
  :استاتيکي تقسيم مي شوند سيستمها به دو نوع ديناميکي ودر يک دسته بندي 

در  .شـود  سيستمهاي ديناميکي سيستمهايي هستند که رفتار آنها با استفاده از معادلات ديفرانسيل بيان مي             
   .سيستم مشخص باشد )شرايط اوليه(ا بايد حالت ها براي تعيين خروجي علاوه بر ورودي حتم اين سيستم

  .در سيستمهاي استاتيکي بر خلاف سيستمهاي ديناميکي خروجي به شرايط اوليه وابسته نيست
 براسـاس    اجـزاي تـشکيل دهنـده سيـستم و          هاي  با توجه به مشخصه    بيان رفتار سيستم   :هدف از مدلسازي  

  .در قالب معادلات رياضي مي باشد ،آنقوانين فيزيکي حاکم بر 
  

  :مدلسازيروشهاي 
  
 : قالب معادلات ديفرانسيلمدلسازي در .۱
 

tu)(سيستم )(ty
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   باشد)strictly proper(سيستم اکيدا مناسب
   باشد)proper(سيستم مناسب 
   باشد)non proper(سيستم نامناسب

m n
m n
m n

<
 =
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 ):حالت صفر ( مدلسازي با استفاده از پاسخ پله و پاسخ ضربه  .۲
  

tu)(سيستم )(ty
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)(د  سيستمهاي خطي تغيير ناپذير بازمان با در اختيار داشتن پاسخ ضربه واح           براي   )g t (      مـي تـوان پاسـخ
)حالت صفر سيستم را به ورودي دلخواه  )u tبا استفاده از انتگرال کانولوشون به دست آورد :  

( ) ( ) * ( ) ( ) ( )

       ( ) * ( ) ( ) ( )

y t g t u t g t u d

u t g t u t g d

τ τ τ

τ τ τ
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= = −
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 به سـادگي مـي تـوان         سيستمهاي خطي تغيير ناپذير بازمان با در اختيار داشتن پاسخ پله واحد            از طرفي در  
  :پاسخ ضربه واحد را محاسبه کرد

صفرحالتپاسخ ضربه= }صفرحالتپاسخپله
dt
d }

 
)(با در اختيار داشتن معادله ديفرانسيل حاکم بـر سيـستم بـه ازاي ورودي ضـربه واحـد                     ) ( )u t tδ= (  بـه

  .راحتي مي توان پاسخ ضربه واحد سيستم را محاسبه کرد
  
  ): Transfer Function(ع تبديلمدلسازي بر اساس تاب .۳
 

tu)(سيستم )(ty
  

  

تبديلتابع صفرحالتپاسختبديللاپلاس
=تبديللاپلاسورودي

  
{ }( ) ( )L y t Y s=  
{ }( ) ( )L u t U s=  

بـا تبـديل لاپـلاس از       ) خطي تغيير ناپذير بـا زمـان      (در اختيار داشتن معادله ديفرانسيل حاکم بر سيستم         با  
  :مي توان تابع تبديل سيستم را به دست آورد) فرض شرايط اوليه صفربا (طرفين معادله 
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) ( تبديل مي توان ارتباط تابع   همچنين به راحتي     )G s(   و پاسخ ضربه ) ( )g t(       به  سيستم را به صورت زير

  :دست آورد
  )الف
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{ } { } { }( ) ( ) * ( ) ( ) ( ) * ( ) ( ) ( )L y t L g t u t Y s G s U s G s L g t= ⇒ = ⇒ =  
  )ب

تبديلتابع صفرحالتپاسختبديللاپلاس
=تبديللاپلاسورودي  → = )()( ttu δ =)(sG

{ })(tL δ
{L ضربهپاسخ }

  
                                                          =)(sG {L ضربهپاسخ }⇒  
 

)  :صفرهاي محدود سيستم ) 0    : 1,2, ,jN s z j m= ⇒ = "  
  

)  :حدود سيستم قطبهاي م ) 0    p : 1,2, ,iD s i n= ⇒ = "  
  

  :به اين ترتيب مي توان تابع تبديل يک سيستم را بر اساس صفرها و قطبهاي آن به صورت زير بيان کرد

( )

( )

0
1

0
1

( )

m

j
j
m

i
i

b s z
G s

a s p

=

=

−
=

−

∏

∏
 

 مي توان پاسخ حالت صفر آن سيـستم ) خطي تغييرناپذير بازمان(با در اختيار داشتن تابع تبديل يک سيستم     
)را به ورودي دلخواه  )u tبسادگي محاسبه کرد :  

{ }1( ) ( ) ( )y t L G s U s−=  
                                     

 .ابع تبديل يك سيستم ؛ يك مدل رياضي از سيستم و يك بيان رياضي از ساختار سيستم استت .۱
 . توان به ساختار سيستم پي برداز روي تابع تبديل نمي .۲
تابع تبديل بيانگر ساختار سيستم است و مقادير پارامترهاي داخل سيستم ، تعبير كننـده ضـرايب تـابع                    .۳

 .تبديل خواهد بود
 .با استفاده از مشاهدات تجربي سيستم مي توان تابع تبديل سيستم را شناسايي كرد .۴
 .ودي و خروجي سيستم استتابع تبديل سيستم ، مستقل از اندازه و فاز ور .۵
  
  
  ):Block Diagram(مدلسازي با استفاده نمودار جعبه اي .۴
  

به منظور مدلسازي يک سيستم با استفاده از نمودار جعبه اي، لازم است در ابتدا با اجزاء بلوک دياگرام آشـنا   
  :شد
  :بلوک  .۱
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)(sG)(sX )(sY
  

       
( ) ( ). ( ) ( ) ( ) * ( )Y s G s X s y t g t x t= ⇔ =  

{ }1( ) ( )g t L G s−=                
  

                                           :نقطه جمع .۲

                                   

1X −+

2X

21 XXY −=

  
  :نقطه انشعاب .۳

X XY =1

XY =2  
  :نقطه ضرب .۴

1X ×

2X

21 XXY ×=

  
  

  ):قواعد حاکم بر ساده سازي بلوک دياگرامها(ها جبر بلوک دياگرام
  
  :بلوکهاي سري .۱

)(sX )(sY
)(1 sG1XX =

≡)(2 sG21 XY = YY =2 )(1 sG )(2 sG
  

  
1 1 1Y G X=  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 1 1 2 1 1 2 1Y Y G X G G X G G X G G X= = = = =                     
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         :بلوکهاي موازي .۲

)(1 sG

−
+ Y

)(2 sG

X )()( 21 sGsG − Y≡ X

  
      
  : نقاط انشعابستانتقال بلوک از چپ به را .۳

X 1Y

2Y

)(sG ≡ X 1Y

2Y

)(sG

)(sG

  
  

   :انتقال بلوک از چپ به راست نقاط جمع .۴

1X )(sG ≡
−+

2X

Y 1X )(sG
−+

2X

Y

)(1 sG−

  
  

    :انتقال بلوک از راست به چپ نقاط انشعاب .۵

X 1Y

2Y

≡ X 1Y)(sG)(sG

2Y

)(1 sG−

  
  

  :  انتقال بلوک از راست به چپ نقاط جمع .۶
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1X ≡
−+

2X

Y 1X )(sG
−+

2X

Y

)(sG

)(sG

  
  

  :  فيدبک .۷

X
−+

Y)(sG

)(sH

≡
Y

)()(1
)(
sHsG

sG
+

XE

B

  
  

  :براي اثبات هم ارزي فوق به صورت زير مي توان عمل کرد

( ) ( ) ( )
.

. 1
.

Y G E
E X B Y G X B Y G X HY GH Y G
B H Y

=
 = − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ + =
 =

  

                                                                                    
1
GY
GH

⇒ =
+

  

  
  نقطه جمع با بيش از دو ورودي و نقاط جمع سري .۸

  

1X ≡
−+

2X

Y

3X

1X
−+

2X

Y

3X

++ + ≡ 1X
−+

2X

Y

3X

++

  

≡
1X

− +

2X

Y

3X

++

  
   با بيش از دو انشعاب و نقاط انشعاب سرينقطه انشعاب .۹
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1Y

2Y

≡ X 1Y
3Y

2Y

3Y

X ≡ X 1Y

2Y

3Y

  
  
  

   و عبور نقطه انشعاب از نقطه جمع از راست به چپنقطه جمع و انشعاب ترکيبي . ۱۰

≡

2Y

1Y1X ≡
−+

2X
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−
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−
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  :مثال

X
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Y)(sG

)(1 sH

)(2 sH
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  راه حل اول
  

Y

11 GH
G

−

)(2 sH

X
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Y)(sG
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X
−+ ++
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Y
( )121 HHG
G
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Y
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




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
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  :راه حل دوم

X
−+

YG

21 HH −
  

X
−+

Y)(sG

)(2 sH

)(1 sH

−++

  
X Y

( )211 HHG
G
−−  

  
  :مثال
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R Y2G
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  :بلوک دياگرام کامل يک سيستم کنترلي
  

++ )(sGa)(sGc−+
)(sGp

)(sH

)(sR )(sY

)(sD

+
+

)(sN

E cU

  
  :که در آن داريم

( )R s : ورودي فرمان(سيگنال مرجع(  
( )D s :ورودي اغتشاش  
( )N s :نويز  
( )Y s :سيگنال خروجي  
E :سيگنال خروجي  
cU :سيگنال فرمان کنترلي  

( )cG s :تابع تبديل کنترل کننده  
( )aG s :تابع تبديل عملگر  
( )pG s : سيستم(تابع تبديل دستگاه(  
( )H s :تابع تبديل فيلتر  

  
)(در اين سيستم خروجي      )y t (         بـا  .  قرار مي گيرد   از طريق يک حسگر مناسب مورد اندازه گيري و مشاهده

)(توجه به اينکه امکان آميخته شدن خروجي حسگر          )n t (            با نويز وجود دارد لذا به منظور حذف اثر نـويز و
)(استخراج سيگنال پس خور مناسب به منظور کنترل حلقـه بـسته از فيلتـر                 )H s (     اسـتفاده شـده اسـت .

)(سيگنال فرمان ورودي    خروجي اين فيلتر با      )r t (      مقايسه شده و سيگنال خطا)( )e t (     توليـد مـي شـود .
)(سيگنال خطا توسط کنترل کننده مورد پردازش قرار گرفته و سيگنال فرمان کنترلـي مناسـب                  )cu t (  بـه

وظيفه انجام اين سيگنال فرمان     . صادر مي گردد  ) گنال خطا کاهش سريعترسي (منظور بهبود عملکرد سيستم     
)(کنترلي بر عهده عملگر      )aG s ( البته ممکن است سـيگنال فرمـان کنترلـي قبـل از اعمـال بـه                . مي باشد

)(عملگر تحت تأثير اغتشاش      )d t ( راحي شده باشـد    در چنين صورت بايد کنترل کننده چنان ط       . قرار گيرد
پس از انجام سيگنال فرمـان کنترلـي توسـط عملگـر، ورودي             . که حتي المقدور با اثرات اغتشاش مقابله کند       

  .  مناسب براي دستگاه، به منظور بهبود عملکر سيستم توليد شده که منجر به کاهش خطا خواهد گرديد
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   :مثال
ا و تصوير مناسب از کانـال تلويزيـوني دلخـواه،           ض کنيد به منظور تنظيم مناسب جهت آنتن و گرفتن صد          فر

پس از انتخاب کانال مربوطه، شخصي در داخل منزل مسؤليت ديدن تصوير را عهده ار شده و شخص ديگري                   
در اين صورت چشمان فرد داخل منزل نقش حـسگري را  . روي پشت بام کار تنظيم جهت آنتن را انجام دهد        

اين کيفيت با تصوير    . ي توسط تلويزيون را مورد سنجش قرار مي دهد        بازي مي کند که کيفيت تصوير دريافت      
مورد پردازش قـرار گرفتـه و   ) کنترل کننده(که در ذهن او وجود دارد توسط مغزش        ) ورودي مرجع (مطلوبي  

اين فرمان به گوش فـرد بـالاي پـشت بـام            . فرمان کنترلي مناسب به منظور تغيير جهت آنتن صادر مي شود          
چنانچه در حـين    .  رفته رفته به کيفيت تصوير دلخواه دست مي يابند         ،ه و با انجام آن توسط او      رسيد) عملگر(

پشت بام اسـت، جلـب منظـره اي کـه در             بالاي ي که در    صدور فرمان کنترلي توسط فرد داخل خانه، شخص       
خورده و حواسـش     يا موبايل او زنگ       و اطراف اوست يا متوجه حادثه اي که در آن نزديکي اتفاق افتاده ، شود             

متوجه پاسخگويي به آن شده باشد، چه بسا فرمان کنترلي  مورد نظر براي تنظيم جهت آنتن را خوب نشنود                  
در اين صورت هر کـدام از عـواملي کـه موجـب حـواس               . که در اين صورت عملکرد کنترلي مختل خواهدشد       

  .پرتي شخص عملگر شده اند را مي توان يک اغتشاش به حساب آورد
  

  : با دقت در فعاليهاي روزانه خود به دست آوردي را مي توان زيادلهاي مشابهمثا
راننده اي که بر اساس مشاهده خود از طريق سرعت سنج اتومبيل و با توجه به سرعت مطلوبي که مورد                     •

 . نظرش بوده، با تنظيم پدال گاز توسط پاي خود، سعي در رسيدن به سرعت مطلوب دارد
ا دريافتي که از دمـاي      بدر ذهن دارد    جهت شستشو     بي به دماي آب مطلوبي که       شخصي که براي دستيا    •

) بـاز يـا بـستن     (مي يابد و مقايسه آن با دمـاي مطلـوب در جهـت تنظـيم                آب توسط حس لامسه خود      
 .شيرهاي آب سرد و گرم تصميم گيري کرده و تصميم حاصل را توسط دست خود به انجام مي رساند

 که پس از کسب آمار و اطلاعات به دست آمده از مجموعه خود توسط               )کنندهکنترل   (يه ا مديرهيأت   •
اطلاعـات  از  درسـت    اطلاعـات  جداسـازي  و   )حـسگر  (عوامل کارشناس آموزش ديده براي اين منظـور       

 به وقوع پيوسته باشـد،    ) نويز(نده  آمارگيرآمارگيري شده و      نادرستي که مي تواند به خاطر غفلت عوامل         
ورودي  (مطلوبي که سرلوحه کـار بـوده      با وضعيت    ، با مقايسه وضعيت موجود    )فيلتر (توسط افراد خبره  

، در خصوص بهبود وضعيت موجود تـصميم گيـري کـرده و آن را در قالـب                   توسط دفتر ارزيابي     )مرجع
 به مجموعه خود ابلاغ مي کنند تا با اجـراي آنهـا توسـط         )سيگنال فرمان کنترلي  (هاي لازم    بخشنامه

 قطعاً در نظر گرفن هرگونه توصيه يا روابـط و           . مربوطه اوضاع مجموعه به وضع مطلوب برسد       زيربخشهاي
  . به عنوان اغتشاش، عملکرد مجموعه را دچار اختلال سازددر حين انجام بخشنامه ها مي تواند... 

  
  :اگر از اثر نويز صرف نظر کنيم 
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  :در اثر ورودي مرجع و ورودي اغتشاش به صورت زير خواهد بود ترتيب خروجي سيستم  اينبه

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )       ( ) ( )
1 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )

R D

c

c c

C s C s C s
G s G s G sR s D s
G s G s H s G s G s H s

= +

= +
+ +

 

) بايد   )در حالت ايده آل    (از لحاظ کنترلي   )cG s  و( )H s    کنيم که اثر ورودي اصلي در      طراحي  را به نحوي
  :رددگصفر در خروجي اغتشاش  اثر ورودي  همزمان با آن و  گرددصد در صدخروجي 
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  :براي رسيدن به اين خواسته هاي کنترلي بايد داشته باشيم
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)بنابراين براي تحقق اهداف مورد نظر بايد علاوه بر انتخـاب             )H s      بـه صـورتي کـه ( ) 1H s فيـدبک   (�

)بايد ) منفي واحد )cG sنيز به نحوي طراحي گردد که :  
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) با توجه به اينکه نقش اصلي     : نکته )H s               در بلوک دياگرام سيستم کنترلي فـوق، فيلتـر کـردن اثـر نـويز  
)( )N s(  بـا خروجـي در مـسير فيـدبک اسـت، بـديهي اسـت کـه بـا ناديـده گـرفتن نــويز             آميختـه شـده 
)( ) 0N s ) به شرط) = ) 1H s   . رسيده باشيم�
  

  خواص سيستم کنترلي حلقه بسته
 امکان کاهش اثر اغتشاش در خروجي .١
 امکان پايدارسازي سيتم ناپايدار .٢
 هافزايش پهناي باند سيستم حلقه بست .٣
 کاهش حساسيت سيستم .٤
  

  )Sensitivity (حساسيت
y 1هاي تابعي از متغيربه صورت  راθ ،2θ د در نظر بگيري" و:  

( )1 2, ,y f θ θ= "  
  :   به صورت زير حواهد بودiθ هايمتغيرهر يک از  به yطبق تعريف، حساسيت آنگاه 
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ايسه سيستم حلقه باز و سيستم حلقه بسته تحت شرايط يکسان از نقطـه نظـر حـساسيت،    حال به منظور مق   
  : باز محاسبه مي کنيمحساسيست تابع تبديل کل هر کدام از اين دو سيستم را نسبت به تابع تبديل حلقه
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)(اين بدان معناست، در حالي که در سيستم حلقه باز، حساسيت تابع تبديل کل سيستم                 )TG s (    بـه تـابع
)(تبديل حلقه باز     )G s(،%100             است، در سيستم حلقه بسته مشابه مي توان کنترل کننـده )( )cG s ( را

)(به نحوي طراحي کرد      ) ( ) 1cG s G s تبديل حلقه بـاز    که حساسيت تابع تبديل کل سيستم به تابع         ) �
  .حتي المقدور کم گردد
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  ):  Signal Flow Graph(نمودار گذر سيگنال .۵
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                                                                                   ( SFG ) – ( Masson’s Law )قاعده ميسون 
يکي از روشهاي منظم و ساده براي به دست آوردن تابع تبديل کل يک سيستم از روي نمودار جعبـه اي آن                      

براي توضيح اين روش که بر اساس نمودار گذر جريان سيستم بنا نهاده شـده               . قاعده ميسون است  ه از   استفاد
  :است، لازم است که ابتدا تعاريف زير ارائه شود

به آن  تمامي شاخه هاي مربوط(گرهي كه هيچ شاخه وارد شونده اي نداشته باشد  :Input ) (گره ورودي
 ).خارج شونده باشند 

تمـامي شـاخه هـاي    ( گرهي كه هيچ شاخه خارج شـوند ه اي نداشـته باشـد    :( Out put )گره خروجي 
  .) شونده باشند واردبه آن  مربوط
 به گونـه اي كـه   )j(به گره مقصد ) i (أ مجموعه اي از شاخه هاي هم جهت از گره مبد :Path ) (مسير

  .حداكثر يكبار عبور شودطي مسير از هر گره 
  مسيري از گره ورودي به گره خروجيهر  : ( Forward Path )مسير پيشرو 

 وجـود داشـته باشـد و گرنـه تـابع             پيشرو مسيرحداقل يک   خروجي  گره  ورودي و   گره  حتما بايد بين     :نکته
  .صفر مي شود) بين ورودي و خروجي مورد نظر( سيستم  کلتبديل
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 شروع شده  و نهايتاً به همـان  أگره مبدکه از يک  اي از شاخه هاي هم جهت از مجموعه : ( Loop )حلقه 
 به عبارت ديگـر مـي تـوان         .به گونه اي كه طي مسير از هر گره حداكثر يكبار عبور شود            گره ختم شده باشد     

   .منطبق باشند مقصد بر هم و أ گره مبد در آن كه است مسيريگفت حلقه، 
 شاخه هاي تشكيل دهنده هـر مـسير را بهـره مـسير      هاي حاصلضرب بهره: ( Path Gain )بهره مسير 

  .گويند
 شاخه هاي تـشكيل دهنـده هـر حلقـه را بهـره حلقـه        هايحاصلضرب بهره : ( Loop coin )بهره حلقه 

  .گويند
حلقه هاي مماس حلقه هايي هستند كه حداقل  : ( Non Touching Loops )حلقه هاي غير مماس 

  .ك باشند ولي حلقه هاي غير مماس در هيچ گرهي مشترك نيستنددر يك گره مشتر
  

GraphFlowSignal     R Y

  
  

تبديلتابع )سيستمکل= بستهحلقه( تابعتبديل
)(
)(
sR
sY

  
iP,1,2      :بهره مسيرهاي پيش خورد i = "  

SFG:      1,2,jLبهره حلقه هاي  j = "  
  :دترمينان گراف

غير مماسحلقههر )دوسه ) ( ) ( )
                                     

1 j k k k k kL L L L L L∑ ∑ ∑′ ′ ′′∆ = − + + غير"+   مماسحلقههر
ام iاز صفر گذاشتن بهره تمام حلقه هـاي ممـاس بـا مـسير                :امiکو فاکتور مسير  

  . بدست مي آيد∆درعبارت
   1,2,i i∆ = "  

  : سيستم کلتابع تبديل
1
i i

i
cl

P
G =

∆
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∑
  

  
  :مثال
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)  :بهره مسيرهاي پيش خورد )( )( )1 1 1P G G= =  
)  :SFGبهره حلقه هاي  )( )1L G H GH= − = −  
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11  :دترمينان گراف
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                            ):State Space Equation(معادلات فضاي حالت .۶

                                             
كه با داشتن آنها در ابتداي کار سيستم و  با مشخص بودن             ) شرايط اوليه اي  (حداقل تعداد متغيرهاي حالتي     

  )ه سيستمبمرت(نيم حالت آينده سيستم را تعيين كنيم ورودي مي توا

)(1 tm×U )(1 tr×Yخروجي ورودي
سيستم

 وروديچند
 خروجيچند

m r 

  
  
   :در نظر مي گيريم )MIMO(خروجيr ورودي وmدر حالت کلي سيستم را  

      :بردارورودي
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: بردار  حالت سيستم
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  . خروجي سيستم تابعي از وروديها ومتغيرهاي حالت است
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  :تمعادلات فضاي حالت را مي توان به صورت زير نوش سيستمهاي خطيدر 
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 است كـه    با زمان پذيرنار  يبه شرطي تغي    علاوه بر خطي بودن،    سيستمبر اساس معادلات فضاي حالت فوق           

 زيـر بـه     معادلات فضاي حالت سيستمهاي خطي را مي توان به صورت         . اشندثابت ب در معادلات   تمام ضرايب   
  :نوشتنيز  ماتريسي شکل
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         
         = +
         
         
         

B DY X U
�������� 
��������
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" "

# # # % # # # # % # #
" "

 

           
  :معادلات فضاي حالت به دست آمده به صورت خلاصه زير بيان مي شود

1 1 1

1 1 1

n n n n n m m

r r n n r m m

× × × × ×

× × × × ×

 = +


= +

X A X B U
Y C X D U

�
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با  پذيرنار يتغي  علاوه بر خطي بودن،سيستم همگي متشکل از اعداد ثابت باشند،A,B,C,D اگر ماتريسهاي 

  . است نيززمان
  

+ C

A

∫B
X

+ ++

D
X�

)(tU )(tY

  
  نمودار بلوكي سيستم كنترل پيوسته زماني خطي در نمايش فضاي حالت

  
1mبا قرار دادن  1r و = بـه  ) SISO(هاي يـک ورودي يـک خروجـي    سيـستم ادلات فضاي حالـت  مع =
  :دست مي آيد

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1
  :  

1
n n n n n

n n

m u
SISO

r u u
× × × × ×

× × × × ×

=  = +
⇒ = = + 

X A X B
C X d

�
  

  
  : بدست آوردن تابع تبديل از روي معادلات فضاي حالت

0)         وليها حالتبردار                                    )−
 = +


= +

X AX BU
X

Y CX DU

�
     

  : وريمبا استفاده از تبديل لاپلاس بدست مي آ
  

N
حѧѧѧѧѧѧوزه زمѧѧѧѧѧѧان 

1

( ) (0 ) ( ) ( )

                        ( ) ( ) ( ) (0 )

                        ( ) ( ) ( ) (0 )

                        ( ) ( ) ( ) (
n n

n n n

S s s s

S s s s

S s s

s S s S

−

−

−
×

−
× ×

= + ⇒ − = +

⇒ − = +

⇒ − = +

⇒ = − +

X AX BU X X AX BU

X AX BU X

I A X BU X

X I A BU I

�

����	���

1) (0 )n
− −− A X����	���


  

          تبديل لاپلاس بخش       تبديل لاپلاس بخش                                 
    حالت صفرپاسخ حالت        ورودي صفرپاسخ حالت                                    

  
1 1

1 1

[( ) ( ) ( ) (0 )] ( )

                        [ ( ) ] ( ) ( ) (0 )
n n n n

n n n n

S s S s

S s S

− − −
× ×

− − −
× ×

= + ⇒ = − + − +

⇒ = − + + −

Y CX DU Y C I A BU I A X DU

Y C I A B D U C I A X������	�����
 ����	���

  

  رودي صفر       تبديل لاپلاس پاسخ حالت صفر  تبديل لاپلاس پاسخ و               



 ٢٤

چون تابع تبديل، بصورت تبديل لاپلاس خروجي به تبديل لاپلاس ورودي با شرايط اوليه صـفر تعريـف مـي                    
)0(شود بنابر اين براي به دست آوردن تابع تبديل،  −Xرا صفر در نظر مي گيرم .  

11

1

( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

r
r n n n n m r m

m

ss S
s

s s s

−×
× × × ×

×

= = − +

=

YG C I A B D
U

Y G U
  

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m

m

r r r rm m

Y s g s g s g s U s
Y s g s g s g s U s

Y s g s g s g s U s

     
     
     =
     
     
     

"
"

# # # % # #
"

  

  
( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

i
ij i ij j

j

Y sg s Y s g s U s
U s

= ⇔ =  

 
  :داريم) SISO(راي سيستمهاي خطي يک ورودي يک خروجي ب

1 1

1
1 1

1 ( )( ) ( )
1 ( ) n n n n

r Y sSISO G s S
m U s ×

−
× × ×

=
⇒ ⇒ = = − + =

C I A B d  

1

1 0
1( ) ( )

det( )
0 1

n n n n n ns s s adj s
s

−
× × ×

 
 − = − ⇒ − = −  −
  

I A A I A I A
I A

%  

1 1 1 1 1 1 1 1
( )( )

det( ) det( )
n n

n n n n
adj sG s

s s
×

× × × × × ×

 
 −  = + = +

− −
I AC B d C B d
I A I A  

1
1 1

01
0 1 1

( ) ...( )         :  1
( ) ...

m m
m m

n n
n n

N s bs b s b s bG s a
D s a s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +
= = =

+ + + +
  

  
)  :سيستم چندجمله اي مشخصه )( ) detD s s= −I A  

 در نمايش معادلات فضاي حالت برابـر  Dماتريس ) Strictly Proper(در سيستمهاي اکيداً مناسب : نکته
  .با صفر خواهد بود

  
  :حل معادلات فضاي حالت

{ }
( ){ } ( ){ }

1

1 11 1

( ) ( )

       ( ) (0 )

t L s

L s s L s

−

− −− − −

=

= − + −

X X

I A BU I A X
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)):  Transition Matrix State(ماتريس گذر حالت    ){ }11( )t L s −−= −Φ I A  

( ) ( )* ( ) ( ) * (0 )t t t t −= +X Φ B Φ X��	�
 ���	��
  

  ورودي صفر     بخش حالت صفر      بخش                                                                 
  

)اگر  ) 0u t )  :  باشد= ) ( ) * (0 )t t −=X Φ X  
  :براي محاسبه خروجي داريم

  :لراه حل او

[ ]
[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) * ( ) ( ) (0 ) ( )

       ( ) * ( ) ( ) ( ) (0 )

       ( ) ( ) * ( ) ( ) (0 )

y t t u t t u t t u t

t u t u t t

t t u t tδ

−

−

−

 = + = + + 
= + +

= + +

CX d C Φ B Φ X d

CΦ B d CΦ X

CΦ B d CΦ X���	��
�����	����


  

       پاسخ حالت صفر    پاسخ ورودي صفر                                                                               
  

  :راه حل دوم

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

( ) ( ) ( )

        ( ) (0 ) ( )

        ( ) (0 )

Y s s U s

s U s s U s

s U s s

− − −

− − −

= +

 = − + − + 
 = − + + − 

CX d

C I A B I A X d

C I A B d C I A X

  

)(0اگر  =tuباشد  : ( ) ( )1 1( ) ( ) ( )Y s s U s G s s− − = − + ⇒ = − + C I A B d C I A B d  
  

  ):        Transition Matrix State(ماتريس گذر حالت
( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )

11

1 2
0

2 2

( )

        

        
1! 2! !

        
1! 2! !

t

n

n n

t L s

e

t t t
t

n
t t t

n

−−= −

=

= + + + + +

= + + + + +

A

Φ I A

A A A
A

A A AI

" "
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  :خصوصيات ماتريس گذر حالت
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1. (0) =Φ I       
 

(0)0  : اثبات e= =AΦ I  
( ) ( ) (0) (0) (0) (0) (0)t t= ⇒ = ⇒ =X Φ X X Φ X Φ I  

 
2. 1( ) ( )t t− = −Φ Φ       

)  : اثبات ) ( )11( ) ( )tt tt e e e t
− −− −= = = = −AA AΦ Φ  

  
3. 1 2 1 2( ) ( ) ( )t t t t= +Φ Φ Φ       

)  : اثبات )1 21 2 1 2
1 2 1 2( ) ( ) ( )t tt t t tt t e e e e t t++= = = = +AA A A AΦ Φ Φ  

                                                                
4. 0 0( ) ( ) ( )t t t t= −X Φ X       

)  : اثبات )0 0

0 0

0 0
( ) ( )

( ) ( ) (0 ) * (0 ) (0 ) ( ) ( )t t tt

t t t

t t e e e t t t−− − −

−

= = = = −A AA

Φ X

X Φ X X X Φ X�	
��	�
  

        
5. 1 1 0 0( ) ( ) ( )t t t t t t− − = −Φ Φ Φ       

  
0t مسير حالت را براي سيستمي با معادلات فضاي حالت زير براي          :   مثال   و در صـفحه     به دسـت آورده    ≤

1 2x x−رسم نماييد  .      
  

1 1

2 2

0 1 0 1
          (0)         ( ) 0

3 4 1 1
x x

u X u t
x x
        

= + = =        − − −        

�
�

  

                        
  :ولروش ا

( ){ }1 ( ) 01( ) ( ) ( ) (0 )u tt L s t t− =− −= − → =Φ I A X Φ X  

1 0 0 1 1
0 1 3 4 3 4

s
s s

s
−     

− = − =     − − +     
I A  

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 4 1 4 11 1

3 34 3 1 1 3
s s

s
s ss s s s

− + +   
− = =   − −+ − − + +   

I A  
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( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1

1

4 1
1 3 1 3

( )
3

1 3 1 3

3 1 1 1
2 2 2 2

1 3 1 3      
3 3 1 3

2 2 2 2
1 3 1 3

s
s s s s

t L
s

s s s s

s s s sL

s s s s

−

−

 +  
  + + + +  =   −   + + + +  
 − −  
  

+ +   + + + + =  − −  
  + +  + + + +  

Φ

    

 
                                                                                            

  :روش دوم
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( )

1 1

1( ) 0

( ) ( ) (0 )

   ( ) (0 )u t

s s s s

s s
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= − + −
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1

s s
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s

 
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 + 
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1
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1
1
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s
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  
      =  += = ⇔ ⇒ = −     − = −−       
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  بـه صـورت      nX×1يـک سيـستم بـا اسـتفاده از بـردار حالـت              فضاي حالـت    اينکه معادلات   با فرض   : تمرين





+=
+=

×××××

×××××

111

111

mmrnnrr

mmnnnnn

UDXCY
UBXAX�             داده شده باشد، با اسـتفاده از مـاتريس نـاويژه nn×P  يـف بـردار     و تعر

1حالت 
ˆ

×nXداريم  :  

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

1 1 1
1

1 1

1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

ˆ
              

ˆ

ˆ

− − −
−

− −

−

−

 = + = + = ⇒ = ⇒ ⇒ 
= + = +  

 =


=⇒ 
=

 =

P X A P X BU X PAP X PB U
X PX X P X

Y C P X DU Y CP X DU

A PAP

B PB

C CP

D D

�

   :دتننشان دهيد که هر دو  نمايش فضاي حالت مرحله قبل معادل هم هس
1( ) ( )G s s −= − +C I A B D  

( ) ( ) ( ) 11 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )G s s s
−− − − = − + = − + C I A B D CP I PAP PB D  

( ) ( ) ( ) 11 1 1                                         ( )s
−− − − = − + CP PP PAP PB D  

( ) ( )
11 1                                         ( )s
−− − = − + CP P I A P PB D  

( )( ) [ ]
1 11 1 1                                          ( )s
− −− − −= − +CP P I A P PB D  

( )( ) 11 1                                         ( )s −− −= − +C P P I A P P B D  

( ) 1                                         s −= − +C I A B D  
  
  

  :)معادله ديفرانسيل(تابع تبديل از روي آوردن معادلات فضاي حالتبدست 

)(sG)(sX )(sY
  

 
1

0 1 1
01

0 1 1

( ) ... ( )( )         :  1
( ) ( )...

m m
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Y s b s b s b s b N sG s a
U s D sa s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +
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 ٢٩

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
n n m m

n n m ma s a s a s a Y s b s b s b s b U s− −
− −⇔ + + + + = + + + +" "

( ) ( 1) (1) ( ) ( 1) (1)

0 1 1 0 1 1

n n m m

n n m ma y a y a y a y b u b u b u b u
− −

− −⇔ + + + + = + + + +" "  
 

  :حال مي خواهيم معادلات فضاي حالتي را براي اين سيستم به صورت زير به دست آوريم
u

y u
 = +


= +

X AX B
CX d

�
 

  :به گونه اي که داشته باشيم
1( ) ( )G s s −= − +C I A B d  

  :ت خواهيم داشتدقت شود که با توجه به بحثهاي پيشين در اين حال

0

0
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if m n
b if m n
a

<
=  =
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0

1
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...n n
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−+ + + +
 

( ) ( 1) (1)

0 1 1 0

n n

n na y a y a y a y b u
−

−⇔ + + + + ="  
                     

  :كنيم  را به صورت زير تعريف ميnx  و…، 1x ، 2xمتغيرهاي حالت 
1

1 2(1)

1 2 3

( 2)
1

1 ( )
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n
n n

n n
n

n
n

x y
x x

x y x x
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x y

x y
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−
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−
−

=
=

= =
⇒ 
 =

= 
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�
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رابطه 
)(n

n yx   :  را بر اساس معادله ديفرانسيل حاکم بر سيستم به صورت زيرخواهيم داشت�=
  

( ) ( 1) ( 2) (1)

1 2 1 0

n n n

n n nx y a y a y a y a y b u
− −

−= = − − − − − +� "  
( )

1 2 1 1 2 1 0

n

n n n n nx y a x a x a x a x b u− −= = − − − − − +� "  
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1 1

2 2

3 3

1 1

1 2 3 2 1 0

0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 1 0n n

n n n nn n

x x
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x x

u

x x
a a a a a a bx x
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      
      

= +      
      
      
      
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�
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1

1 0 0 0 0
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x
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x

−

 
 
 
 

=  
 
 
 
 
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m(همانطور که انتظار مي رفت با توجه به اکيداً مناسب بودن سيـستم              : نکته n<(      در نمـايش معـادلات ،
d=فضاي حالت سيستم،     . به دست آمد0

m. ب n=     
1

0 1 1
1

1 1

( ) ...( )
( ) ...

n n
n n

n n
n n

Y s b s b s b s bG s
U s s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +
= =

+ + + +
                                                           

( ) ( 1) (1) ( ) ( 1) (1)

1 1 0 1 1

n n n n

n n n ny a y a y a y b u b u b u b u
− −

− −⇔ + + + + = + + + +" "  
 

  :استفاده کنيم خواهيم داشت  )الف(اگر از روش 
  

( ) ( 1) (1) ( ) ( 1) (1)

1 1 0 1 1

n n n n

n n n n nx y a y a y a y b u b u b u b u
− −

− −= = − − − − + + + + +� " "  
( ) ( 1) (1)

1 1 2 1 0 1 1     
n n

n n n n na x a x a x b u b u b u b u
−

− −= − − − − + + + + +" "  
 

 بـراي   .برآورده نمي شـود   تعريف معادلات فضاي حالت      ،   �nxدر رابطه  uمشتقات  با توجه به ظاهر شدن      که  
  . و مشتقات آن را نيز دخالت دادuحل اين مشکل لازم به نظر مي رسد که در تعريف متغيرهاي حالت 

  :كنيم  را به صورت زير تعريف ميnx  و…، 1x ، 2xمتغيرهاي حالت 
  

1 0x y uβ= −  
(1) (1)

2 0 1 1 1x y u u x uβ β β= − − = −�  
(2) (2) (1)

3 0 1 2 2 2x y u u u x uβ β β β= − − − = −�  
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( 2) ( 2) (1)

1 0 3 2 2 2

n n

n n n n nx y u u u x uβ β β β
− −

− − − − −= − − − − = −�"  
( 1) ( 1) (1)

0 2 1 1 1

n n

n n n n nx y u u u x uβ β β β
− −
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  :با استفاده از تعريف متغيرهاي حالت فوق داريم
1 2 1x x uβ= +�  
2 3 2x x uβ= +�  
3 4 3x x uβ= +�  
#  

1 1n n nx x uβ− −= +�  
 

  : فوق داريمnxة مربوط به متغير حالت  با مشتق گرفتن از رابط�nxبراي محاسبة 
  

( ) ( ) ( 1) (3) (2) (1)
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n n n nx y u u u u uβ β β β β
−
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yحال با جايگذاري 
n)(

  :داشت  بر اساس معادلة ديفرانسيل اوليه خواهيم
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0 1 2 3 2 1

        

        

n n n

n n n n
n n n

n n n
n n n

n n n

x a y a y a y a y a y a y

b u b u b u b u b u b u

u u u u u uβ β β β β β

− − −
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y  و…، ��y� ، y(با جايگذاري
n )1( −

  :داريم) nx  و…، 1x ، 2x(بر اساس تعريف متغيرهاي حالت  ) 
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
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−

−
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"( )0 nb uβ +

  

  

  و  …،  ��u�   ، u(اين ترتيب براي آنكه مشتقهاي ورودي       به  
( )n
u (     در رابطة مربوط بهnx�   باشـد،     وجود نداشـته

  :باشيم  بايد داشته
0 0bβ =  
1 1 1 0b aβ β= −  
2 2 1 1 2 0b a aβ β β= − −  
#  

1 1 1 2 2 3 2 1 1 0n n n n n nb a a a aβ β β β β− − − − − −= − − − − −"  
  :ب خواهيم داشتبه اين ترتي
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  :که در آن
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− − − − − −      
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  :تحقق موازي
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mبه منظور کليت روش مسأله را براي حالت  n=تشريح مي کنيم :  
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) با فرض اينکه تابع تبديل سيستم داراي قطبهاي حقيقي غير تکراري باشد با تجزيه            حال   )G s به کسرهاي 

  :جزئي داريم

( ) 1 2
0

1

n

n n

A A AG s b
s p s p s p
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− − −
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  :که در آن
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N s
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′
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)به اين ترتيب سيستم با تابع تبديل  )G s زير مي توان بازسازي کرد) موازي( را به صورت بلوک دياگرام :  
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A
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n

ps
A
−

# +

+

1x

2x

nx
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و بـر اسـاس آن       حال مي توان خروجي هر کدام از بلوکها را به دلخواه يک متغير حالـت در نظـر گرفتـه                     

  . معادلات حالت سيستم را به دست آورد
 ام را مطابق شکل، متغير حالت       iاگر خروجي بلوک    ) براي سادگي کار  (براي اين منظور به عنوان نمونه       

i ام)ix (بگيريم داريم   :  

ps
A
−

U iX

                                                                   
  : که براساس آن خواهيم داشت

( )i i
i i i i i i i i i i i

i

X A s p X A U x p x A u x p x A u
U s p

= ⇔ − = ⇔ − = ⇒ = +
−

� �  

حال مي توان خروجي هر کدام از بلوکها را بـه دلخـواه يـک متغيـر حالـت در نظـر گرفتـه و بـر اسـاس آن                               
  .ت آوردمعادلات حالت سيستم را به دس
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2 2 2 2
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x p x A u
x p x A u
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

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�
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0 0n n n n

x p x A
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u
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       
       
       = +
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 
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 

"
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  . با توجه به شکل معادلات فضاي حالت حاصل از روش تحقق موازي، آن را تحقق قطري نيز مي نامند 
m در صورتي که: نکته n<  ،در نمايش معادلات فضاي حالت سيستم=d   . خواهد شد0

  
)البته تابع تبديل  )G s زير نيز مي توان بازسازي کرد) موازي( را به صورت بلوک دياگرام :  
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  : که براساس آن خواهيم داشت
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1 1 1

2 2 2

0 0 1
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u

x p x

       
       
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                                                                                            :مثال

( )( )

2

2

2

1( )
3 2

3 1 3 1 2 5        1 1 1
1 2 1 23 2

sG s
s s

s s
s s s ss s

+
=

+ +
− − + −

= + = − = + +
+ + + ++ +

 

                     

YU
1

2
+s

2
5
+
−
s

+
1x

2x

++

  
( )
( )

1 1

2 2

1 2
2 5

x x u
x x u
 = − +
 = − −

�
�
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  :به عنوان راه حل دوم معادلات فضاي حالت را به صورت زير نيز مي توان به دست آورد
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           :تحقق سري
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  :با فرض اينکه تابع تبديل سيستم داراي قطبها و صفرهاي حقيقي باشد داريم

1 2
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1 2 1 2

1 1 1( ) m
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s z s z s zG s b
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        − − −
=         − − − − − −        

" "  

               
)به اين ترتيب سيستم با تابع تبديل  )G s زير مي توان بازسازي کرد) سري( را به صورت بلوک دياگرام:  
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به منظور به دست آوردن معادلات فضاي حالت، بلوکهايي که در آنها درجه صورت و مخرج باهم برابرند را به                    

  :صورت زير معادل مي کنيم



 ٣٨

YU ++
j

jj

ps
zp

−
−U

j

jj

ps
zp

−
− Y ≡

  
  :اين ترتيب خواهيم داشتبه 
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  :                                                                    موازي-سريتحقق 
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  :مدلسازي سيستمهاي الکتريکي و مکانيکي و دو گاني بين آنها
  :مدلسازي سيستمهاي الکتريکي
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