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   تعاريف- ١-٣

 سيگنال متناوب -١-١-٣

)()(سيگنال متناوب است اگر  Ttxtx آوچكترين مقدار مثبت  tx)(بوده و دوره تناوب اصلي سيگنال T<0و  =+

0 .آند رابطه بالا صدق مياست آه در  Tغيرصفر 
0
2
T
πω =

  . فرآانس اصلي سيگنال خواهد بود

  )١ مثال

3  ) الف
2

,3)3sin(2)( 0
πTωttx ==⇒=

  

2  ) ب
2

,2)2cos(4)( 0
πTωttx ==⇒=

  

  دوره تناوب حاصل جمع دو سيگنال -٢-١-٣

جمع  د حاصلن متناوب باشها  يگنالسيك از اگر هر در بعضي موارد  .به طور آلي قانون خاصي براي اين حالت وجود ندارد

  .ها، حاصل جمع آنها متناوب نيست  و در بعضي موارد با وجود متناوب بودن هر يك از سيگنالمتناوب استنيز آنها 

  ) ٢ مثال

  ) الف
tjtj eetx 32)( +=  

3
2

,2
2

2
3
6

,3

3
4

,2

3
2

,
2
2

3
2

21

====

===

==

==

π

πn
π
πm

πππ

ππ

πTπT

  
  

)2cos(4cos2)(  ) ب tttx += 
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  .، اين سيگنال نامتناوب استx(t)دهنده  هاي تشكيل تك سيگنال عليرغم متناوب بودن تك
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)()()( اگر: تذآر 21 txtxtx 21 ترتيب به  و دوره تناوب آنها=+ ,TT  باشد حاصل جمع دو سيگنال زماني متناوب

  : است آه رابطه زير برقرار باشد

)21 , nn 2و اعداد صحيح مثبت  بايد
1

n
n

2                      )باشد) گويا( عدد آسري صحيح 
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n
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T
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  دوره تناوب حاصلضرب دو سيگنال -٣-١-٣

ه دوره چنانچ(آوريم  ميدوره تناوب را به دست دو تابع، جمع  به حاصلتوابع حاصلضرب تبديل در صورت امكان پس از  -١

تناوب را درهمان حالتي آه در هم ضرب شده محاسبه آنيم  دوره تناوب به دست آمده ممكن  است دوره تناوب اصلي سيگنال 

  ).نباشد

)()()(با توجه به رابطه نبود، جمع  تبديل به حاصلسيگنال حاصلضرب قابل  چنانچه -٢ tytxtz  و =⋅

)()( Ttztz   .آنيم را در صورت وجود محاسبه مي tz)( دوره تناوب=+

  

  ) ٣ مثال
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ناوب اصلي سيگنال يا دوره ت π)(دو سيگنالضرب  شود دوره تناوب محاسبه شده از حاصل همانطور آه ملاحظه مي 

آوچكترين دوره تناوب سيگنال
)
2
(
π

               .باشد نمي 

)()( آنگاه با توجه به،باشد Tبا دوره تناوب  tf)(اگر: قضيه Ttftf )())((تابع  =+ tfftG نيز پريوديك با  =

 T لزوما G(t) در اين صورت دوره تناوب اصلي ،باشد f(t)دوره تناوب اصلي تابع  1T اگر. خواهد بود T دوره تناوب

  .نيست

  

  ) ٤ مثال
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   روش نوشتن توابع به صورت پريوديك-٤-١-٣

ها بيان  ، با استفاده از رابطه زير سيگنال متناوب در آل زمان(f(t))فرموله شود  T)(ناوباگر سيگنال در طي يك دوره ت

)(( شود مي
~
( tf .  
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~
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t
∑
∞

−∞=
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KTtftf )()(
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T− T0  
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   زمان پيوستهسري فوريه - ٢-٣

 دوره تناوب توابعي آه داراي ،شود مي تنها براي توابع متناوب بيان يه،فور سري

0اصلي

2
,)()(

ω
πTTtxtx =+=

  : دادنمايشتوان   مي زير فرميك از دو  سري فوريه را به هر .دنباش  مي

∑ ∑
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k
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k eaeatx
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  ؟ نمايش دهيمطهاي مختل  را به صورت مجموعي از نماييل متناوبچرا علاقمند هستيم آه سيگنا: سؤال

بتوان در صورتي آه  (.وريمآ دست مي انسي آن بهآه سيگنال و محتواي فر شناخت بهتري نسبت ب،در صورت موفقيت) ١

هايي و با چه  چه فرآانسدر يك سيگنال به اين سوال آه توان  مي ،ها بسط داد اي از هارموني سيگنال را به صورت مجموعه

  ).پاسخ دادرا قدرتي وجود دارند 

به نمايي مختلط LTIپاسخ سيستم ) ٢
tωjke  يا به طور آلي 0

tωje شود اي تعريف مي به فرم بسيار ساده. 

  

 تر ها پايين  باشد فرآانستر  پايينها هر چه هارموني و برعكس ها بالاتر است  باشد فرآانستر بالاها هرچه هارموني: ١تذآر 

  .است

 و برعكس  سيگنال فرآانس بالا استبزرگتري داشته باشدسري فوريه هاي بالا ضرايب  اگر سيگنالي در هارموني: ٢تذآر 

  . سيگنال فرآانس پايين استسري فوريه بزرگتري داشته باشدهاي پايين ضرايب  اگر سيگنالي در هارموني
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  ؟چيست زير  ره تناوب اصلي سيگنالدو) ٥ مثال
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  :با توجه به رابطه اويلر
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  :)هاي حقيقي سيگنال(فرم ديگر سري فوريه 

www.elec.ir



 ٦٠

∗∗
−

∞

=

−
−

∞

=

∞

=

∞

=

−
−

−→

∞

=

∞

−∞=

−

−∞=

++=⇒

++=++=⇒

++==

∑

∑∑∑

∑∑ ∑

)()()(

)(

00

0000

000

1
0

1
0

1
0

1

1
0

1

tωjk
k

k

tωjk
k

tωjk
k

k

tωjk
k

k

tωjk
k

k

tωjk
k

kk

k

tωjk
k

k k

tωjk
k

tωjk
k

eaeaatx

eaeaaeaaea

eaaeaeatx

  

)()(اگر  txtx        :  باشد=∗
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   تعيين ضرايب سري فوريه -١-٢-٣

∑
∞

−∞=

=
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tωjk
k eatx 0)(

  

را دررابطه بالا طرفين 
tωjne 0−

  :گيريم روي يك دوره تناوب انتگرال ميرابطه از طرفين  و آنيم ضرب مي 
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    آيند طبق اثبات برابر واحد شده آه در نتيجه ضرايب سري فوريه از رابطه زير بدست ميI، مقدار  باشدk=nاگر 

∫ −=
T

tωjn
n dtetx
T

a
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0)(
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  همگرايي سري فوريه  -٢-٢-٣

 تحت چه شرايطي داراي نمايش سري فوريه است؟ x(t) سيگنال متناوب: الؤس

  :كلهيشرايط دير

 :پذير باشند سيگنال مطلقا انتگرال) ١
∞<=⋅=>< ∫∫ ∗ dttx

T
dttxtx

T
txtx
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 نمايش سري فوريه در همه جا به جز نقاط ،وره تناوب داردبراي يك سيگنال متناوب آه تعداد محدودي ناپيوستگي در هر د) ٢

  .شود آن نقطه همگرا مي منفرد ناپيوستگي برابر سيگنال است و در نقاط ناپيوستگي سري به مقدار متوسط سيگنال در

آنند طبيعت   نميءكله را ارضايهايي آه شرايط دير سيگنالاما . توان به آار برد  در آليه موارد عملي سري فوريه را مي:تذآر

  .شوند هاي عملي ظاهر نمي  در نتيجه عموما در زمينه،نامعقولي دارند

  

    ) ٦ مثال

   ) الف
)
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  هايي است؟ شامل چه هارمونيزير  سيگنال :تمرين

tωjtωjtωjtωj eeeetx 0000 11111010
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  :يادآوري

)()(اگر Ttxtx    :در اين صورت سيگنال داراي سري فوريه است پس =+
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  " سنتزفرمول "       
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  " آناليزفرمول "     

  

}مجوعه ضرايب: ١تذآر  }ka را ضرايب سري فوريه يا ضرايب طيفي x(t) رايب در حالت آلي مختلط ضاين  .نامند مي

  .دهنده قدرت سيگنال در هارموني متناظر است ها نشان هستند و اندازه آن

  :شود يا ثابت سيگنال است آه از رابطه زير محاسبه مي DC لفهؤم 0a ضريب: ٢تذآر 

                                مقدار متوسط  
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 ٦٢

)2(و  tu)( چه تفاوتي ميان :١تمرين tu  و
)
2
(
tu

      وجود دارد؟

)(چه تفاوتي ميان:٢تمرين 0Ttu )2( و − 0Ttu  و −
)

2
( 0T
tu −

   وجود دارد؟

   زمان پيوستهخواص سري فوريه - ٣-٣

  خطي بودن -١-٣-٣
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  انتقال زماني -٢-٣-٣
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  سازي زماني وارون -٣-٣-٣

∑ ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=
−

−∞

−∞=

−

==−⇒=

+== →−=

+= →

k k

t
T
πjk

k

t
T
πjk

k
k

t
T
πjk

k

kk

k

eaeatxeatx

Ttytyabtxty

Ttxtxatx
s

s

)
2
()

2
()

2
(

0

0

000 )()(

)()(;)()(

)()(;)(
f

f

  

kk  ) الف  aatxtx −=⇒−= )()(  

kk  ) ب aatxtx −−=⇒−−= )()(  

www.elec.ir



 ٦٣

  تغيير مقياس زماني  -٤-٣-٣

∑∑ ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

===⇒=

+=→=

+=→

k

tωjka
k

k k

tπjk

k

at
T
πjk

k
k

t
T
πjk

k

k
f

k
f

eaeaeaatxeatx

a
T

tytyaatxty

Ttxtxatx

a
T

s

s

0
0

00

)
2

()
2

()
2

(

0

0

)()(

)()(;)()(

)()(;)(

  

  مزدوج گيري -٥-٣-٣
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)()( اگر سيگنال حقيقي باشد چون) ١ txtx  پس =∗
∗
−= kk aa  

 ، اگر سيگنال حقيقي و زوج باشد)٢
∗
−= kk aa و kk aa   . آنگاه ضرايب سري فوريه مطلقا حقيقي و زوج هستند=−

، اگر سيگنال حقيقي و فرد باشد) ٣
∗
−= kk aa و kk aa   . آنگاه ضرايب سري فوريه مطلقا موهومي و فرد هستند=−−

  رابطه پارسوال  -٦-٣-٣
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  .به دست آوريد ضرايب سري فوريه شكل مقابل را) ١ مثال
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  با توجه به تعريف: 





∞→=
→=

01

10

 cte,)

0cte,)

TTb
TTa

1

0

2T
T

1

0

2T
T−

ka

k

0

12
T
T

0
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     ) ٣ مثال
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   سري فوريه زمان گسسته- ٥-٣

)
2

sin()
2

cos(][

][

)
2

(

Ω

n
N
πkjn

N
πkenφ

enφ
n

N
πjk

k

nj

+==

=
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   خواص سري فوريه زمان گسسته- ٦-٣

   تفاضل اول-١-٦-٣
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   رابطه پارسوال-٢-٦-٣
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 را پيدا آنيد آه آمترين توان را در هر دوره تناوب ائيx[n]آنند  هايي آه در سه شرط بالا صدق مي در ميان مجموعه سيگنال
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بايستي ساير ) ائي آه آمترين توان را در هر دوره تناوب داردx[n](با توجه به رابطه پارسوال، براي احراز آخرين شرط 

05421(د ضرايب صفر در نظر گرفته شو ==== aaaa .(0بدين ترتيب با توجه به ضرايبa 3 وa بدست آمده 

  . را با استفاده از فرمول سنتز بدست آوردx[n]توان سيگنال  مي
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  زمان پيوستهو سري فوريه  LTIهاي  سيستم - ٧-٣

  :گيريم را در نظر مي h(t)  پاسخ ضربهو y(t) خروجي، x(t)ورودي با  LTIسيستم 
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   به ورودي نمايي مختلطLTIپاسخ سيستم  -١-٧-٣
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همان ورودي سيستم پس به اين ترتيب خروجي 
tωjetx پاسخ . ضرب پاسخ فرآانسي سيستم خواهد بود  حاصلدر )(=

  .شود مياز رابطه زير محاسبه   h(t) با پاسخ ضربهLTIفرآانسي هر سيستم 
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  .هاست تك ورودي ها به تك ها برابر مجموع پاسخ با توجه به خطي بودن سيستم، پاسخ به مجموعه ورودي
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43421

LL

  

با همان دوره تناوب ( متناوب  سيستم نيزخروجي، باشند kaفوريهسري ضرايب  متناوب و با LTIبه سيستم اگر ورودي 

)()ورودي 0ωjkHab kk ها را تقويت،  توان برخي از هارموني با عبور ورودي متناوب از سيستم مي .خواهد بود =

  .تضعيف و يا به طور آامل حذف نمود
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اگر ) ١ مثال
tjetxtxty 2)(,)3()(   چه خواهد بود؟خروجي  =−=

  

  :روش اول
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)()7cos()4cos()(,)3(اگر ) ٢ مثال tttxtxty    خروجي چه خواهد بود؟=−=+

  .آوريم ابتدا سري فوريه ورودي را نوشته و آنگاه سري فوريه خروجي را بدست مي
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)()(ضربه tueth t−=سري فوريه خروجي؟ضرايب مطلوب است . شود  اعمال مي  
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  به قطار ضربه  LTIپاسخ سيستم -٢-٧-٣
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  سري فوريه خروجي :

 )زمان پيوسته (فيلتر آردن - ٨-٣

  .دهد شكل طيف سيگنال ورودي را تغيير مي: دهنده فرآانسي فيلترهاي شكل

 و ساير فرآانس ها را تضعيف يا حذف بعضي از فرآانس ها را اساسا بدون اعوجاج عبور داده: گر فرآانسي فيلترهاي انتخاب

   (notch filter).آند مي

  انواع فيلترها  -١-٨-٣

  :*LPF) (فيلتر پايين گذر

                                                 
* 1. Low Pass Filter 
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باند حذفباند عبور باند حذف

cωcω−

)( ωjH

ω
 

  :*HPF) (فيلتر بالا گذر

       

باند حذف باند عبور  باند عبور 
ω

)( ωjH

cω− cω   

 :*BPF)( فيلتر ميان گذر

باند حذف باند عبور  باند عبور  باند حذف
ω
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ω

2cω2cω−
1c

ω−

)( ωjH

باند حذف

  

  : تشخيص نوع فيلتر-٢-٨-٣ 

  :توان نوع فيلتر را تشخيص داد هاي مسئله به دو روش مي با توجه به داده

)( داده شده باشد، با بدست آوردن h(t)  پاسخ ضربه سيستماگر در صورت مسئله) ١ ωjHپاسخ  و سپس رسم اندازه 

)(فرآانسي  ωjHدهيم ميختلف، نوع فيلتر را تشخيص هاي م  به ازاي فرآانس.  

با اعمال تابعابتدا  باشد،داده شده  LTIسيستم  معادله ديفرانسيلدر صورت مسئله  اگر -٢
tωjetx   وروديعنوانب )(=

)(،سيستم ωjH  رابطهرا با توجه به)()( ωjHety tωj=فرآانسي سيستم سپس اندازه پاسخ . آوريم بدست مي)( ωjH 

  .آنيم تا نوع فيلتر را تشخيص دهيم را ترسيم مي

  

پاسخ ضربه سيستم  :٤ مثال
)

2
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2
1

)(
a
trect

a
th =

  آند؟  مذآور بمانند چه نوع فيلتري عمل ميLTIسيستم .  داده شده است

                                                 

   2. High Pass Filter 

   3. Band Pass Filter 
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)( تشخيص نوع فيلتر بايستي براي ωjHرا ترسيم نمائيم .  
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آل است چون نزديك صفر بيشترين دامنه  غيرايده LPFفيلتر پايين گذر آه با توجه به اندازه پاسخ فرآانسي سيستم نوع فيلتر، 

  .آند ي و با افزايش فرآانس اندازه پاسخ فرآانسي بشدت آاهش و به سمت صفر ميل مرا دارد

  

 اگر :٥ مثال
tωjetx

dt
tdxty == )(,
)(

)(
  . نوع فيلتر را تعيين آنيد

)()()( ωjHetyetx tωjtωj =⇒=  
X(t) و y(t) را در رابطه داده شده براي سيستم LTIآنيم تا پاسخ فرآانسي سيستم را بدست آوريم  جايگذاري مي.  
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  . استHPFبه اندازه پاسخ فرآانسي سيستم نوع فيلتر بالاگذر با توجه 

  

ttyty اگر )٦مثال  3cos)(2)(   : مطلوبست′+=
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  . آند  مي عملفيلترياين سيستم به عنوان چه ) الف

  .با توجه به ورودي داده شده به دست آوريدرا سري فوريه خروجي ) ب

  :حل الف

24

1
)(,

2
1

)(

;)(2)(

)()()();()(2)(

ω
ωjH

ωj
ωjH

eωjHeωjHeωj
ωjHetyetxtxtyty

tωjtωjtωj

tωjtωj

+
=

+
=

=+
=⇒==+′

 

  
  . استLPFگذر  شكل نوع فيلتر پايينبا توجه به 
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)() ٧ مثال ωjHو نوع فيلتر را تعيين آنيد .  
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  :حال اگر خروجي دو سر مقاومت باشد
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نكه خروجي در سر خازن و يا مقاومت در نظر گرفته شود نوع فيلترينگ از شود بسته به اي همانطوريكه ملاحظه مي: تذآر

  .آند گذر تغيير مي گذر به بالا پايين
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  مان گسستهزسري فوريه  و LTI هاي سيستم - ٩-٣
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دوره تناوب خروجي و .  بودبا ورودي متناوب، خروجي نيز متناوب خواهد LTI  زمان گسسته وسيستمدر مورد : تذآر

  .آيد  بدست مي٣ورودي يكسان بوده و  ضرايب سري فوريه خروجي از رابطه داده شده در بند 
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][][با پاسخ ضربه  LTI   سيستم) ١ مثال nunh nα=پاسخ .  داده شده استy[n]  ورودي را به
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آنيم تا   را بدست آورده و با يكديگر جمع مي٢ند هاي نمايي مختلط طبق ب تك ورودي با توجه به خطي بودن سيستم، پاسخ به تك

  .پاسخ آلي سيستم به ورودي مذآور تعيين شود
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  .را بدست آوريدسري فوريه خروجي .  داده شده استx[n] و ورودي متناوب h[n]با پاسخ ضربه  LTIسيستم  ) ٢ مثال
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 )زمان گسسته (فيلتر آردن -١٠-٣
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)Ω( jH با دوره تناوب π22((:              توان نوشت  متناوب است پس ميΩ(()Ω( πjHjH +=  

],[هاي زمان گسسته به اندازه پاسخ فرآانسي در بازه   ترتيب براي تشخيص نوع فيلتر در سيستمبدين ππ−توجه شود .  

  انواع فيلترها  -١-١٠-٣

  :*LPF) (گذر فيلتر پائين

  

باند عبور حذف  حذف 
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  :*HPF) (فيلتر بالاگذر
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1 1
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* 1. Low Pass Filter 

   2. High Pass Filter  
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)Ω(با توجه به  jH در بازه],[ ππ− ) چون همواره مثبت است لذا با)Ω( jH گذر  نوع فيلتر پايين) برابر خواهد بود

LPFاست .  

  

)Ω( پاسخ فرآانسيمطلوبست زير LTIدرسيستم ) ٤ مثال jH ؟نوع فيلتر و   
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)Ω( مستقيما ٢ در مسئله خواسته شده است، طبق بند h[n]از آنجايي آه  jHآوريم  را بدست مي.  

                                                 

   3. Band Pass Filter 
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],[با در نظر گرفتن پاسخ فرآانسي در بازه  ππ− گذر  نوع فيلتر ميانBPFاست .  
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],[با در نظر گرفتن اندازه پاسخ فرآانسي در بازه ππ− ، از آنجايي آه با افزايش فرآانس ميزان تضعيف با توجه به شكل

  .  دانستLPFگذر  توان پايين شود، نوع فيلتر را مي زياد مي

   خلاصه-١١-٣

)()( باشد، آنگاه با توجه بهT با دوره تناوب tf)(اگر Ttftf )())(( تابع =+ tfftG  نيز پريوديك با دوره =

  . نيستT لزوما G(t) باشد، در اين صورت دوره تناوب اصلي f(t) دوره تناوب اصلي تابع 1Tاگر .  خواهد بودTتناوب 

ها بيان  ، با توجه به رابطه گفته شده سيگنال متناوب در آل زمان(f(t)) فرموله شود T)(طي يك دوره تناوباگر سيگنال در 

)(( شود مي
~

( tf .  

شود، توابعي آه داراي دوره تناوب  سري فوريه، تنها براي توابع متناوب بيان مي

0اصلي

2
,)()(

ω
πTTtxtx =+=

 .باشند  مي

توان به اين سوال آه در يك سيگنال چه  ها بسط داد، مي اي از هارموني در صورتي آه بتوان سيگنال را به صورت مجموعه

 .)هايي و با چه قدرتي وجود دارند را پاسخ داد فرآانس

 به نمايي مختلطLTIپاسخ سيستم 
tωjke  يا به طور آلي 0

tωjeشود اي تعريف مي  به فرم بسيار ساده. 

 .تر است ها پايين تر باشد فرآانس ها پايين ها بالاتر است و برعكس هر چه هارموني ها بالاتر باشد فرآانس هرچه هارموني

هاي بالا ضرايب سري فوريه بزرگتري داشته باشد سيگنال فرآانس بالا است و برعكس اگر  اگر سيگنالي در هارموني

 .هاي پايين ضرايب سري فوريه بزرگتري داشته باشد سيگنال فرآانس پايين است ي در هارمونيسيگنال
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 .به شرط برقرار بودن شرايط ديريكله همگرايي سري فوريه قابل بررسي است

}مجوعه ضرايب }ka را ضرايب سري فوريه يا ضرايب طيفي x(t)ختلط هستند و اين ضرايب در حالت آلي م. نامند  مي

 . يا ثابت سيگنال استDC مؤلفه 0aضريب . دهنده قدرت سيگنال در هارموني متناظر است ها نشان اندازه آن

، در برخي مسائل براي پيدا آردن ضرايب سري فوريه لزومي به استفاده از تعريف گفته شده دانستن خواص سري فوريهبا 

 .براي سري فوريه نيست

 باشند، خروجيkaاگر ورودي ضرايب فوريه
0jkw

kebها را از خروجي حذف آرد توان تعدادي از ورودي مي. باشد  مي .

  . متناوب باشد، خروجي نيز با همان دوره تناوب متناوب خواهد بودLTIاگر سيستم ورودي سيستم 

  .توان نوع فيلتر و شكل آن را بدست آورد ميبا توجه به ورودي و خروجي سيستم 
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