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گردد كه    ثابت مي . شود  ارائه مي زمان   -هاي سينگولار پيوسته     سيستم حالتگر جديد براي تخمين بردار        در اين مقاله يك رؤيت     - چكيده
گر پيشـنهادي داراي       در اختيار داشته باشيم آنگاه رؤيت      ل كافي مستق  يها  گيري  پذير بوده و اندازه     اگر سيستم سينگولار مورد نظر رؤيت     

ئه يـك مثـال شـبيه    با ارا. گر را بطور دلخواه تعيين كرد       توان ضريب ميرايي خطاي بين سيستم و رؤيت          و در آن مي    استهمگرايي نمايي   
 .گيرد  مورد ارزيابي قرار مي پيشنهاديگر سازي عملكرد رؤيت

 .همگرايي نمايي، تخمين حالت ، گر حالت هاي سينگولار، رؤيت  سيستم-كليد واژه
 
 

 

 مقدمه -1
هاي فيزيكي در فضاي    سازي رياضي برخي از سيستم      در مدل 

 نيـز    معـادلات جبـري      ،يحالت علاوه بر معادلات ديفرانسيل    
 حالت سيستم   يشوند، يعني بين برخي از متغيرها       ظاهر مي 

بـه  هـايي     بـه چنـين سيسـتم     . روابط اسـتاتيكي وجـود دارد     
هاي واصف     ، سيستم  (Singular)منفرد  هاي    سيستماصطلاح  

(Descriptor)   جبـري گفتـه     -هاي ديفرانسـيلي     و يا سيستم 
 هــا بــه اينگونــه سيســتممــا در ايــن مقالــه (. [1] شــود مــي
در مدارهاي الكتريكـي، در    ).گوئيم  سينگولار مي هاي    ستمسي

هاي با ابعاد بزرگ كه از اتصال چنـدين سيسـتم بـه               سيستم
هـاي مكـانيكي بـا قيـود          اند، در سيستم    يكديگر تشكيل شده  

هاي روباتيك با قيود       در سيستم  ،هارمونيك و غير هارمونيك   
جـه  مواهـايي   چنين سيستم سينماتيكي و حتي در اقتصاد با       

 .[2] شويم مي
 

هـاي سـينگولار نيـز        هاي معمولي در سيستم     همانند سيستم 
تخمين بردار حالت براي كنترل سيستم و يا تشخيص عيـب           

 [3] به همـين منظـور در        .[3]و خطا در سيستم مطرح است     
هـاي     بـراي سيسـتم    Luenbergerگر حالت با فرم       يك رؤيت 

ر بـراي   گ ـ  مسئله طراحي رؤيت  . سينگولار طراحي شده است   

 [4]هاي سينگولار با ورودي همـراه بـا اغتشـاش در              سيستم
گـر    طراحـي تخمـين  [5]در . مورد مطالعه قرار گرفتـه اسـت     

ها سينگولار غيـر خطـي        حالت براي دسته خاصي از سيستم     
گرهـاي    موضـوع رفتـار ايمپالسـي رؤيـت       . بررسي شده است  

Luenberger  هاي سينگولار خطي ثابت با زمان   براي سيستم
گـر     نـوعي رؤيـت    [7]در  .  مورد آناليز قرار گرفته است     [6]در  

هـاي سـينگولار خطـي متغيـر بـا زمـان              حالت براي سيستم  
سـازي   هاي عـددي قابـل پيـاده     پيشنهاد شده كه با آلگوريتم    

 بــه صــورت Luenbergerگــر  مســئله طراحــي رؤيــت. اســت
هاي سينگولار خطي ثابت با زمـان در          پارامتري براي سيستم  

گر حالت    يك رؤيت  [9]در  . ل شده است  حبندي و     رمول ف [8]
هاي سينگولار تأخيردار ارائه شده و يـك          براي سيستم مقاوم  

 يـك   [10]در  . شرط كافي براي وجود آن بدست آمده اسـت        
-هاي سينگولار خطي گسسته   زن حالت براي سيستم     تخمين
ارائه شـده ولـي همگرايـي آن مـورد          با ورودي نامعلوم    زمان  

گـر    مبحث طراحـي رؤيـت    .  تحليل قرار نگرفته است    تجزيه و 
 زمـان تـأخيردار بـا       -هـاي سـينگولار گسسـته       براي سيستم 

 مورد بررسي و مطالعـه قـرار گرفتـه          [11]ورودي نامعلوم در    
 (PD) مشـتقي    -گري با ساختار تناسبي      رؤيت [12]در  . است

 زمان ارائـه شـده   -هاي سينگولار خطي پيوسته   براي سيستم 
 . استبه ميان نيامدهد سرعت همگرايي آن بحثي اما در مور



گر حالت جديد بـا همگرايـي         رؤيتهدف اين مقاله ارائه يك      
مقالــه چنــين  .هــاي ســينگولار اســت نمــايي بــراي سيســتم

 :دهي شده است سازمان
 

مسئله طراحي  مسئله مورد نظر تحت عنوان 2در قسمت 
نگولار هاي سي گر حالت با همگرايي نمايي براي سيستم رؤيت

 مسئله يك روش حل براي 3در قسمت . شود تعريف مي
نحوه . رسد گردد و درستي آن به اثبات مي مورد نظر ارائه مي

گر پيشنهادي در  هاي ضرايب رؤيت محاسبه و تعيين ماتريس
 با ارائه يك 5در قسمت . شود  توضيح داده مي4قسمت 

گر پيشنهادي به تصوير  سازي عملكرد رؤيت مثال شبيه
 .گيرد  صورت ميگيري در پايان هم نتيجه. شود كشيده مي

 بيان صورت مسئله -2
 :گيريم  زمان زير را در نظر مي-سيستم سينگولار پيوسته

)1   (                                ( ) ( ) ( )
( ) ( )

Ex t Ax t Bu t
y t Cx t

= +
=

 

)كه در آن  ) nx t ) بردار حالت، ∋ )x t مشتق بردار حالت 
)،) زمان (tنسبت به ) pu t ) بردار ورودي و ∋ ) qy t ∈ 

 :بردار خروجي سيستم بوده و داريم

)2   (         , , ,n n n p q nE A B C× × ×∈ ∈ ∈ 

اتريس بدين مفهوم است كه م) 1 (سينگولار بودن سيستم
Eمعكوس پذير نبوده و داريم : 

)3                                            (       det( ) 0E = 

گر حالت با همگرايي نمايي  يتؤدر اينجا مسئله طراحي ر
 :شود به صورت زير تعريف مي) 1(براي سيستم 

)نكه بردارهاي  با فرض اي)1(در سيستم  )u t و ( )y t قابل 
 :گيري بوده و داشته باشيم اندازه

)a4(                                                rank( )C q= 
 

)b4                  (                           rank( )E nC
⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 

)c4           (              rank( )sE A n sC
⎡ ⎤− = ∀ ∈⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 
)rank مجموعـه اعـداد     دهنـده رتبـه مـاتريس و           نشان 

 .)باشد مختلط مي

)گر براي تخمين بردار  يتؤريك  )x t طراحي كنيد بطوريكه 
)ˆ يعني اگر .اراي همگرايي نمايي باشدد )x t تخمين بدست 

)آمده براي )x t ماننديد مثبتاعدا باشد  αو  μ و ماتريسي 
 مانند (Positive definite)متقارن و مثبت معين 

n n×Φ  : يافت شوند به قسمي كه داشته باشيم∋

)5   (                         ( ) for 0te t e t−μ
Φ = α ≥ 

)كه در آن )e t و ) 1( خطاي بين بردار حالت سيستم
 : يعني،گر بوده رؤيت

)6                                            (ˆ( ) ( ) ( )e t x t x t= − 
 
)و  )e t Φ بردار ) رمنُ( اندازه( )e t وزني  ماتريس باΦاست : 
 

)7(                                     1
2( ) ( ) ( )Te t e t e tΦ = Φ 

 
)Tرانهاده دهنده ت  نشان(Transpose) باشد مي( 

 
هـاي سيسـتم مسـتقل        دارد كه خروجي     بيان مي  )a4(فرض  

ايـن شـرط،    . گيري اضـافي وجـود نـدارد        خطي بوده و اندازه   
هـاي    توان با حذف خروجـي      شرط سختي نبوده و همواره مي     
 بـدين مفهـوم     )b4(فرض  . اضافي سيستم آنرا تحقق بخشيد    

سازي اثـرات     منظور جبران  كافي به    يها  گيري  است كه اندازه  
 هـم   )c4( فـرض    .سينگولار بودن سيسـتم در اختيـار اسـت        

 .[1]پذير بودن سيستم است معادل با رؤيت

  مورد نظرمسئلهارائه يك روش حل براي  -3
گر  در اين قسمت يك روش حل براي مسئله طراحي رؤيت

. شود ارائه مي) 1 (حالت با همگرايي نمايي براي سيستم
 :گردد پيشنهاد مي زير ي ديناميكلهظور معادبراي اين من

 

)8                  (( )
( ) ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( )
ˆ( ) ( ) ( )

T

w t Pw t Qy t GBu t

HC Cx t y t
x t w t Fy t

⎧ = + +⎪⎪⎪⎪ − −⎨⎪⎪⎪ = +⎪⎩

 

 
)ˆكه در آن  ), ( ) nw t x t )ˆ،  بوده∋ )x t  بعنوان تخمين

( )x tداراي ضرايب حقيقي بوده وهاي   ماتريس.باشد  مي 
 Hو  پذير  يك ماتريس معكوسG بعلاوهناسبند و ابعاد م

 .يك ماتريس متقارن مثبت معين است
 

 :گردد  ميارائهقضيه زير 



 هـاي ضـرايب     مـاتريس  )8(در معادله ديناميكي     اگر   -قضيه
P، Q ،F، G  وH  حل معادلات زير تعيين شونداز: 

 
)9 (                                             nFC GE I+ = 

 
)nIدهنده ماتريس واحد  نشان n n×باشد  مي( 

 
)10   (                                     PGE QC GA+ = 
 

)11(        
1 1( 0.5 ) ( 0.5 )

2

T
n n

T
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− −+ μ + + μ

=
 

 
گر حالت براي سيسـتم     معادله ديناميكي يك رؤيت   اين  آنگاه  

در رابطـه    كـه بطوري و داراي همگرايي نمايي اسـت        بوده )1(
 : چنين هستندαو عدد  Φ ماتريس )5(
 
)a12(                                                   1H−Φ = 
 

)b12(         ( ) ( )11
2

ˆ ˆ(0) (0) (0) (0)Tx x H x x−α = − − 
 
توانـد     در رابطه زير صـدق كنـد مـي         هر عدد مثبتي كه    μو  

 :باشد
)13                   (( )2Re ( ) 1,2,...,i P i nμ >− λ = 
 

( )i Pλ  دهنـده مقـادير ويـژه مـاتريس           ها نشـانP    بـوده و 
( )Re ( )i Pλباشند  حقيقي آنها ميهاي ها قسمت. 

 
ديت در تعداد صفحات مقاله، اثبات قضيه آورده بدليل محدو

 )c4( لازم به ذكر است كه در اين اثبات از فرض .شود نمي
 .شود استفاده مي

 
اما چه تضميني وجـود      .رسد   قضيه به پايان مي    بياندر اينجا   

، Fبــراي ) 11(و ) 10 (،) 9 (معــادلات ماتريســيكــه دارد 
G ،P، Q  وH  ــواب ــا در  داراي ج ــن جوابه ــند؟ اي باش

 )b4( و   )a4( آيند؟ فرضـيات    صورت وجود چگونه بدست مي    
براي چيست؟ در قسمت بعدي به ايـن پرسشـها پاسـخ داده             

 .شود مي

 گر هاي ضرايب رؤيت تعيين ماتريس -4
مـورد  ) 11(و  ) 10 (، )9 (در اين قسمت معادلات ماتريسـي     

، Fهاي    تجزيه و تحليل قرار گرفته و نحوه محاسبه ماتريس        
G  ،P، Q   وH  با توجه به فرض   . شود  بررسي مي )a4(  و

 را به فرم زيـر در       Cتوان ماتريس     ميهمواره  با تغيير متغير    
 :آورد

)14    (                                             0qC I⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ 
بـه  را  nI و E ،A ،P ،Gهـاي   در اين حالـت مـاتريس     

 :كنيم بندي مي صورت زير به چند بلوك تقسيم
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 G و Fهاي  ماتريسمحاسبه  -4-1
 )15(و  ) 14 (كـه در   E و   Cهـاي     با توجه به فرم ماتريس    

 :شود بصورت زير نوشته مي )b4( اند، رابطه داده شده
 

1 2rank( )0q

E E nI
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 

 :شود از رابطه فوق نتيجه مي
 
)16 (                                      2rank( )E n q= − 
 

 . داراي رتبه كامل ستوني است2Eيعني ماتريس 
 

ــا توجــه بــه بــه صــورت زيــر ) 9 ( معادلــه ماتريســي)15 (ب
 :آيد درمي

[ ] [ ]1 2 1 20qF I G E E T T⎡ ⎤ + =⎢ ⎥⎣ ⎦  
 

 :و يا
)a17(                                                  2 2GE T= 
)b17(                                           1 1F T GE= − 
 

 داراي رتبه كامـل     2E ماتريس   )16(از آنجا كه طبق رابطه      
 G جواب زيـر بـراي مـاتريس     )a17(ستوني است از معادله     

 :آيد بدست مي
)18                           (2 2 2 2( )nG I E E T E=Θ − + 

 :كه در آن
 
)19          (                           1

2 2 2 2( )T TE E E E−= 
nو  n×Θ∈ماتريس دلخواهي است . 
 

بنـدي    بـه صـورت زيـر بـه دو بلـوك تقسـيم             را   Θماتريس  
 :كنيم مي

)15(



1

2

⎡ ⎤Θ
⎢ ⎥Θ=
⎢ ⎥Θ⎣ ⎦

q

n q−

n

 
 Θ و مـاتريس     )15( در   Gبندي مـاتريس      با توجه به بلوك   

 :آيد  دو معادله زير بدست مي)18( معادلهاز  )20(در 
 
)a21(                                 1 1 2 2( )nG I E E=Θ − 
 
)b21(                         2 2 2 2 2( )nG I E E E=Θ − + 
 

 :بنابراين داريم
 

)22         (1 21

22 2

0
0
n n

n q n q

I EG I
G

I IG E− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤Θ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥Θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
 

1هر ماتريس   
q n×Θ ) و   ∋ )

2
n q n− ×Θ تـوان     را مـي   ∋

 را G فــوق قــرار داد و مــاتريس انتخــاب نمــود و در رابطــه
تنهـا   ذكـر شـد      )8(همانگونه كه بعد از رابطه      . محاسبه كرد 

 داشـته باشـد ايـن اسـت كـه           Gشرطي كه بايـد مـاتريس       
پـذير    در اثبات قضـيه از فـرض معكـوس         (پذير باشد   معكوس

 را چنان   1Θتوان    براحتي مي . )ه است  استفاده شد  Gبودن  
 :انتخاب نمود كه داشته باشيم

 

)23  (                               1
2

0rank( )
n q

nI −

⎡ ⎤Θ =⎢ ⎥Θ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
 :شود  با اين انتخاب نتيجه مي)22 (با توجه به رابطه

 

)24                          (
2

rank( ) rank( )nIG n
E
⎡ ⎤
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 

 .شود پذير مي  معكوسG ماتريس بدين ترتيب
 

 نيز  F ماتريس   )b17(  ، از رابطه   Gپس از تعيين ماتريس     
 .آيد بدست مي

 

 Q و P هاي  محاسبه ماتريس-4-2
  در روابـط   E و   A  ،Cهاي    بندي ماتريس   با توجه به بلوك   

 را به صورت زير     )10(توان معادله ماتريسي      مي )15(و  ) 14(
 :نوشت

[ ] [ ]1 2 1 20qPG E E Q I G A A⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦  

 :و يا
)a25(                                            2 2PGE GA= 
 
)b25(                                      1 1Q GA PGE= − 
 

 :دهيم  قرار مي)a17(  از رابطه2GE بجاي )a25( در معادله
 

)26                           ( 1
2 2

2

0
n q

GP GA AI G−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 

 
  به چهار بلوك در رابطـه Pبندي ماتريس    با توجه به تقسيم   

 :شود دو معادله زير نتيجه مي) 26 (، از معادله)15(
 
)a27(                                               12 1 2P G A= 
)b27(                                              22 2 2P G A= 
 

 22P و   12Pهـاي      بلوك Pبنابراين از چهار بلوك ماتريس      
 21P و   11Pهـاي     شـوند و بلـوك      از روابط فوق محاسبه مي    

 و  11Pاز دلخـواه بـودن      (بطور دلخواه قابل انتخاب هسـتند       
21P توان در جايـابي محـل مقـادير ويـژه مـاتريس                ميP 

 ).استفاده كرد
 

مـاتريس   )b25( ، از رابطـه      Pپس از تعيين شدن ماتريس      
Qآيد  نيز بدست مي. 

 

  H  محاسبه ماتريس-4-3
 داراي پاسـخ    −1H بـراي    )11 (دانيم معادلـه ماتريسـي      مي

اگر تمام مقادير ويژه مـاتريس      ) و اين پاسخ يكتا است    (است  
0.5 nP I+ μ     در نــيم صــفحه راســت صــفحه مخــتلط 

لذا عدد مثبـت    . برقرار باشد ) 13 (، يعني نامساوي  [13]باشند
μ    صـدق  ) 13 (كنيم كـه در نامسـاوي        را طوري انتخاب مي

 بـه   −1Hبـراي   ) 11 (پاسـخ بدسـت آمـده از معادلـه        . كند
 :[14 ,13]صورت زير است

 

{ }( 0.5 ) ( 0.5 )1

0

2
T

n nP I P ITH e C Ce d
+∞

− + μ τ − + μ τ− = τ∫
)28( 
 

 سازي نتايج شبيه -5
گر ارائه شده     رؤيتبه منظور مشاهده عملكرد     در اين قسمت    
 .شود سازي آورده مي يك مثال شبيه

 
3n( به صـورت مرتبـه سـه      )1(سيستم سينگولار    ، بـا  ) =

1p(يـــك ورودي  1q(و يـــك خروجـــي ) = ــا ) = و بـ
شـود بطوريكـه      هاي ضرايب زير در نظـر گرفتـه مـي           ماتريس

)20(



  بـه صـورت  Cبرقرار بوده و مـاتريس    )c4( الي   )a4(شرايط  
 :باشد) 14(
 

[ ]

0 0 0 1 1 2 2
0 1 0 , 2 0 3 , 0
0 0 1 4 6 8 1

1 0 0

E A B

C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
=

 

 
هـاي    اتريسم ـر اين مثـال     د،  4قسمت  توضيحات  با توجه به    

1Θ ،2Θ ،11P 21 وP اند شده انتخاب به صورت زير: 
 

[ ]1 2 11 21
0 0 0 01 0 0 , , 1,0 0 1 1P P⎡ ⎤ ⎡ ⎤Θ = Θ = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 چنين بدست Q و F ،G ،Pهاي  با اين انتخابها ماتريس
 :آيند مي

 
1 1 0 0 1 1 2 1
0 , 0 1 0 , 0 0 3 , 2
0 0 0 1 1 6 8 4

F G P Q
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 
 :هستند به صورت زير Pمقادير ويژه ماتريس 

 
9.6053 , 1.2066 , 1.8119−  

 
 4برابـر   را   μدد مثبـت    ع ـ) 13 (لذا با توجـه بـه نامسـاوي       

 .كنيم انتخاب مي
 از  lyapبـا دسـتور     () 11 ( از حل معادلـه    μ پس از انتخاب    

Control System Toolbox نرم افزار MATLAB (  مـاتريس
Hآيد دست مي به صورت زير ب: 

 
15 26 76
26.8 115.88 162.16
76.6 162.16 497.12

H

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

 
سازي ورودي و شرايط اوليه سيستم و         همچنين در اين شبيه   

 :اند گر به صورت زير انتخاب شده شرايط اوليه رؤيت
 

[ ]

[ ]

( ) 1 , (0) 2 100 50

(0) 10 0 0

T

T

u t x

w

= = − −

=
 

 
سـازي بـراي متغيرهـاي حالـت          نتايج بدست آمـده از شـبيه      

گـر در     ا از رؤيـت   هاي بدست آمده براي آنه      سيستم و تخمين  
هاي پررنـگ خـود       منحني(اند     آورده شده  3 الي   1هاي    شكل

هاي نقطه چـين تخمـين آنهـا را           متغيرهاي حالت و منحني   
)منحني تابع    ).دهند  نشان مي  )e t Φ      آورده  4هم در شـكل 
 .شده است
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)1 متغير حالت :1شكل )x tآمده براي آن و تخمين بدست  
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)2 متغير حالت :2شكل )x tو تخمين بدست آمده براي آن  
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)3 متغير حالت :3شكل )x tو تخمين بدست آمده براي آن  

 
شود تخمين بدست آمده براي هـر         همانگونه كه مشاهده مي   

 خـود آن    كدام از متغيرهاي حالت با سرعت بسيار خوبي بـه         
متغير همگرا شده اسـت و جالـب اينكـه اگـر منحنـي تـابع                

4( ) 142.7 tf t e−= رســم گــردد دقيقــاً بــر منحنــي تــابع 
( )e t Φ  اين واقعيت به اين خاطر است كـه    . شود  منطبق مي



 انتخاب شده و بـا توجـه        4 برابر   μسازي عدد     در اين شبيه  
 :گر داريم به شرايط اوليه انتخاب شده براي سيستم و رؤيت

 
142.7α =  
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) منحني تابع :4شكل )e t Φ 
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ــر  يــك رؤيــت ــت گ ــدحال ــراي  جدي ــا ســاختاري ســاده ب  ب
. گرديـد ن ارائـه    زمـا  -پيوسـته خطي  هاي سينگولار     سيستم

پذير بوده     كه اگر سيستم سينگولار مورد نظر رؤيت       شدثابت  
و  در اختيـار داشـته باشـيم         ل كافي مستق  يها  گيري  و اندازه 
گر در معادلات پيشـنهادي صـدق         هاي ضرايب رؤيت    ماتريس

بـا   داراي همگرايـي نمـايي       مـورد نظـر   گـر     آنگاه رؤيت كنند  
هـاي    تعيين مـاتريس  نحوه  . ضريب ميرايي قابل انتخاب است    

ترتيـب تـوالي مراحـل       بطور كامل تشريح و      گر  ضرايب رؤيت 
بـا ارائـه يـك مثـال شـبيه سـازي            .  مشخص شد  آن طراحي

به تصوير كشيده شـد و مشـاهده        ارائه شده    گر  عملكرد رؤيت 
ــابع    ــي ت ــه منحن ــد ك ) گردي )e t Φ   ــي ــر منحن ــاً ب  دقيق

te−μαنطبق است   م)μ         عدد مثبتي است كه توسـط طـراح
 ).شود  ميانتخاب

گرچه در اين مقاله سيستم مورد نظر مربعي در نظـر گرفتـه             
هاي مـاتريس     تعداد سطرها و ستون   ) 1 (شد، يعني در رابطه   

E يج بدست توان نتا  ولي براحتي ميندرض شدف با هم برابر
 مستطيلي است نيز بسـط      Eآمده را به حالتي كه ماتريس       

 -هاي سينگولار گسسـته     اما بسط نتايج مقاله به سيستم     . داد
هاي سـينگولار غيرخطـي نيازمنـد         زمان و همچنين سيستم   
 .تحقيقات بيشتري است
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